The Development of the New Concept of Autonomous Cranes by Kubín, Martin
VYSOKÉ UČENÍ TECHNICKÉ V BRNĚ
BRNO UNIVERSITY OF TECHNOLOGY
FAKULTA STROJNÍHO INŽENÝRSTVÍ
ÚSTAV AUTOMOBILNÍHO A DOPRAVNÍHO
INŽENÝRSTVÍ 
FACULTY OF MECHANICAL ENGINEERING
INSTITUTE OF AUTOMOTIVE ENGINEERING
VÝVOJ NOVÉ KONCEPCE AUTONOMNÍCH JEŘÁBŮ
THE DEVELOPMENT OF THE NEW CONCEPT OF AUTONOMOUS CRANES
DIZERTAČNÍ PRÁCE
DOCTORAL THESIS
AUTOR PRÁCE Ing. MARTIN KUBÍN
AUTHOR
VEDOUCÍ PRÁCE doc. Ing. MIROSLAV ŠKOPÁN, CSc.
SUPERVISOR
BRNO 2013
Vývoj nové koncepce autonomních manipulátorů 
Ing. Martin Kubín 
 
- 1 - 
Anotace 
Předložená dizertační práce si klade za cíl ověřit možnosti použití kapacitních snímačů 
zrychlení na jeřábové a manipulační technice. Kapacitní snímače zrychlení typu MEMS jsou 
dnes hojně využívány v elektronice, např. notebooky a mobilní telefony. Použití těchto 
snímačů by mohlo pomoci v automatizaci jeřábů, což by ve výsledku snížilo finanční náklady 
na manipulaci s materiálem. Precizní znalost vlastního stavu a polohy stroje a břemene je 
nezbytnou součástí autonomních manipulátorů. První část práce se zabývá rešerší vědecké 
práce u nás v ČR a ve světě. Dále jsou popsány možnosti matematického popisu pohybu 
břemene na lanovém závěsu s uvedenými řešenými příklady. Jedna z kapitol se věnuje popisu 
snímačů, které by mohly být při automatizaci jeřábů použity. Hlavní částí práce je popis 
několika experimentů. Experimenty byly prováděny na laboratorním pracovišti postaveném 
speciálně pro tato měření. Jsou popsány především základní jednodušší modely, na kterých 
jsou názorně ukázány možnosti snímače. Poslední část práce se věnuje nastínění dalšího 
možného postupu výzkumu v této oblasti. 
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Annotation 
 
The presented PhD thesis aims to verify the possibilities of using capacitive accelerate 
sensors on the crane and handling technology. Capacitive acceleration sensors of MEMS type 
are currently widely used in electronics, e.g. laptops and mobile phones. Using these sensors 
could help to automate cranes, which would eventually reduce the financial costs of material 
handling. Precise knowledge of their own condition and position of the machine and the load 
is a necessary part of autonomous manipulators. The first part of thesis deals with the 
exploration of scientific research in the Czech Republic and abroad. Furthermore the options 
of mathematical description of moving the load on the rope tow are described  including 
solved examples. One chapter is devoted to the description of sensors that could be used in the 
automation of cranes. The main part is focused on description of several experiments. The 
experiments were conducted in a lab constructed specially for this measurement. Mainly basic 
simpler models are described illustrating abilities of the sensor. The last part outlines further 
possible progress of research in this area. 
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automatization, crane, manipulator, capacitive sensor 
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Úvod 
 
Přes útlum průmyslového rozvoje vlivem světové finanční krize, která začala někdy 
v roce 2008 a se kterou se světové hospodářství ještě dosud plně nevyrovnalo, je stále rozvoj 
průmyslu velmi značný. S tím jak úspěšně se firmy s krizí vyrovnávají a budou dále 
vyrovnávat, bude souviset i rychlost rozvoje průmyslu. Dnes odhadovaný čas návratu na 
hodnoty růstu před krizí jsou velmi rozdílné a pohybují se v řádech několika let až jedné či 
dvou desítek let. Avšak přes tyto skutečnosti spotřeba výrobků všeho druhu stále narůstá 
velkým tempem a to klade vyšší nároky na cenu pořizovaného zboží. Snaha uspořit výrobní 
náklady a tím zvýšit zisky a nebo snížit cenu výrobku je v globálním konkurenčním prostředí 
veliká. Prostor na snižování nákladů je stále dostatečný a právě se stále rozšiřující se globální 
komunitou je zvětšován tlak na společnosti, aby náklady snižovaly. Snižování nákladů je 
možné provádět různými způsoby např. v posledních 20 letech velmi „módním“ převáděním 
výroby do zemí s nižšími náklady na pracovní sílu (Čína se díky tomu stala v roce 2010 
světovou ekonomickou dvojkou a vysoký růst zaznamenává také Afrika, pozn. autora). 
Sofistikovanějšími způsoby jsou ale způsoby zefektivňující samotnou výrobu a nevýrobní 
přidružené procesy. Nevýrobními procesy jsou zde chápány mimo jiné např. logistika a 
manipulace s materiálem. 
Manipulace s materiálem se významně podílí na ceně výrobků a např. ve strojírenství 
to bylo podle [15] asi 20 % z celkových nákladů na zpracování. Dále je problematiku 
manipulace s materiálem možné charakterizovat mnoha dalšími údaji. Například z celkového 
počtu pracovníků v průmyslu připadalo asi 40 až 45 % na pracovníky zabývající se 
manipulací s materiálem, a to různými formami. Z celkového času na výrobu připadá podle 
charakteru výrobního procesu 20 až 90 % právě na manipulaci s materiálem. Jistě 
neposledním možným údajem je, že na výrobu 1 tuny hotových výrobků připadá asi 100 až 
185 tun přepravovaného materiálu. Všechny tyto statistické údaje nám dávají najevo, že 
manipulace s materiálem má zásadní společenský a ekonomický význam. Přes stáří 
uvedeného zdroje (Dražan [15], 1979) těchto statistických informací se lze domnívat, že 
význam manipulace s materiálem se od té doby nesnížil, ba naopak vlivem změny způsobů 
výroby mohlo dojít k jejímu zvýšení. Vzhledem k uvedeným skutečnostem je možné 
konstatovat, že modernizace a racionalizace manipulace má příznivé ekonomické účinky. 
Dalšími účinky a v mnoha případech cílem je zvyšování bezpečnosti práce. Vhledem k tomu, 
že aspekty ochrany zdraví a bezpečnosti práce se dostávají spolu s potřebou plnit zákonné 
povinnosti na první místo seznamu priorit pro většinu společností, je třeba mít takové 
prostředky, které jsou schopny přesně ovládat pohyby manipulátoru nebo jeřábu, aniž by 
došlo k ohrožení života obsluhy a dalších pracovníků továrny. 
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Jedním z možných způsobů modernizace manipulace s materiálem je automatizace. 
Automatizovat manipulační procesy v některých případech není jednoduché a někde je 
automatizace dokonce téměř nemožná, avšak např. ve skladech a provozech, kde je 
manipulováno s konkrétními manipulačními jednotkami (paleta, kontejner, atd.) je to možné. 
 
 
Cíle práce 
 
Cílem práce je ověření možností nové koncepce manipulátoru a jeřábu vhodného do 
automatického provozu. Automatizovaný jeřáb by měl být schopen pracovat s vysokou mírou 
vlastní interakce s okolním prostředím a z pohledu míry autonomie stroje na člověku pracovat 
v autonomním režimu. To znamená, že by měl dosahovat cíle způsobem, který si zvolí 
(metodologie volby by měla být předepsána). Tento přístup vyžaduje precizní znalost 
okolního prostředí a vlastního stavu stroje a břemene, které přepravuje. Cílem práce je 
především ověřit možnosti použití snímačů pro identifikaci vlastního stavu stroje a břemene. 
Vzhledem k absenci vhodných snímačů na trhu, je také třeba navrhnout snímače přesně pro 
tuto aplikaci. Jedním z možných postupů práce je sestavit vhodné laboratorní pracoviště, které 
umožní zkoumat kinematiku a dynamiku mostového jeřábu. Laboratorní pracoviště by mělo 
svými možnostmi přesahovat tuto práci a mělo by sloužit k pokračování výzkumu chování 
břemen zavěšených na lanovém závěsu. Především detailním zkoumáním těchto většinou 
nelineárních systémů je možné přispět k řešení efektivní automatizace jeřábové techniky a 
také přispět k vývoji systémů omezujících kývání břemene. Problematiku lze obecně 
aplikovat na další druhy manipulátorů, kde dochází k obdobnému rozkývání přepravovaného 
materiálu jako u jeřábů. 
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1. Současný stav vědy v oblasti automatizace jeřábů 
a manipulátorů 
 
Od vzniku slova „ROBOT“ už uběhlo více než devět desítek let a během těchto let 
prodělali tito mechaničtí robotníci velký vývojový pokrok. Dnes se s roboty setkáváme 
v mnoha odvětvích průmyslu, kde si již vydobyly (robot – podstatné jméno rodu mužského 
životného podle vzoru pán i neživotného podle vzoru les, pozn. autora) svoje nezastupitelné 
místo, zejména potom v sériových a linkových provozech. Kromě opakujících se činností je 
člověk nahrazován automatickými roboty v provozech s agresivním a nebo jinak, pro lidský 
organismus, nevyhovujícím prostředím.  
Automatizací jeřábů a manipulační techniky se zabývá mnoho výzkumných pracovišť 
a také mnoho firem, které vyrábí tuto techniku. Protože jeřáby mají dlouhou životnost, která 
souvisí s jejich pracovním nasazením (plánované a skutečné vytížení, prostředí,…), jsou dnes 
ve velké míře používány jeřáby 20 a více let staré. Je tedy zřejmé, že se automatizace jeřábů 
netýká pouze nových výrobků, ale při plánovaných rekonstrukcích dochází k vybavení 
stávajících jeřábů novými pohony, frekvenčními měniči, snímači, řídící jednotkou a dalšími 
nezbytnými prvky. Automatizací stávajících jeřábů se ve světě zabývá např. Rosenfeld [54, 
55]. Automatizací a jejími dílčími úkoly se zabývají všichni následující autoři, avšak 
Sawodny s kolektivem [56] nazvali jeden ze svých článků ve volném překladu „Automatický 
portálový jeřáb jako velkoprostorový robot“ nebo také robot s velkým pracovním prostorem. 
Toto přirovnání plně vysvětluje úvodní odstavec této kapitoly a také zadání a cíle této práce. 
 
 
Obr. 1: Kontejnerové překladiště [60]. 
 
Asi nejvíce prací zabývajících se automatizací jeřábů a manipulační techniky bylo 
vypracováno na téma kontejnerových jeřábů (obr. 1), které jsou určeny pro vykládku a 
nakládku kontejnerových lodí a jeřábů na kontejnerových překladištích. Na kontejnerové 
překladiště je vlivem světového obchodu kladen vysoký požadavek na produktivitu práce. 
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Vzhledem k objemu přepravovaného zboží se stále zvětšují nejen kontejnerové lodě ale i 
jeřáby a kontejnerové terminály, ve kterých se hledají rychlejší a účinnější způsoby řízení. 
Například Z. N. Masoud z Jordánské univerzity a A. H. Nayfeh z Virginského 
polytechnického institutu a univerzity z U.S.A. s kolektivy dalších autorů se zajímají o řízení 
kontejnerových jeřábů s ohledem na snížení kývání břemene – kontejneru [13, 44, 45, 48]. 
Snížením nebo úplným odstraněním kývání kontejneru s využitím neuronových sítí se 
zabývají Holandští výzkumní pracovníci van der Boom a jeho kolegové [11]. 
 
1.1 Vědecká práce a její směry v oblasti automatizace jeřábů 
 
Vědecká práce v oblasti automatizace jeřábové techniky se podle světové odborné 
literatury soustřeďuje do několika hlavních směrů. Hlavní směry určují především základní 
problémy při automatizaci této manipulační techniky, jako hlavní problém je často označován 
základní princip manipulace s břemeny pomocí lanového závěsu a kladkostroje. Dalším 
souvisejícím problémem je znalost vlastního stavu (převážně polohy) samotného jeřábu a 
především břemene. Všechny tyto směry můžeme zobecnit na jeden zastřešující směr a to 
omezení kývání břemene, ať už částečně nebo snahy o úplné zamezení kývání. Vzhledem 
k rozdílným pohledům řešitelských týmů na tento problém došlo během řešení k rozdělení 
vývoje na několik různých směrů. Firmy a výzkumní pracovníci se s tímto problémem snaží 
vypořádat různými způsoby a v současné době existují funkční aplikace těchto systémů 
v průmyslové praxi. 
Prvním a pravděpodobně nejrozšířenějším směrem je omezení kývání břemene 
pomocí vhodného řízení pohonů pojezdu kočky a mostu nebo celého jeřábu a pohonů zdvihu 
břemene. Samotné řízení jeřábových pojezdů je řešeno několika různými expertními systémy. 
Dnes se všeobecně upouští od používání klasické výrokové logiky, která používá pouze dvě 
logické hodnoty (pravdu a nepravdu). Nejvíce je rozšířena logika neurčitá, někdy též v české 
literatuře označovaná jako mlhavá – fuzzy. Řízení pohonů pomocí fuzzy logiky je zmiňováno 
v mnoha pracích po celém světě. Tomuto typu řízení je věnována značná část prací, ze 
kterých jsou vybrány následující [6, 12, 20, 21, 22, 23, 24, 25, 41, 42, 43, 68, 68]. Dalším 
využívaným expertním systémem jsou neuronové sítě. Neuronových sítí využili k řízení 
jeřábové techniky Nakazono a kolektiv [47] a Cho a kol. [26], na mostových jeřábech Suh a 
Méndez s svými kolektivy [60 a 46] a na věžových jeřábech Leung [39]. Pomocí metody 
Straight Transfer Transformation (STT) modelují pohyby laboratorního jeřábu Terashima a 
kol. [62]. Výsledkem metodiky je pohyb břemene z výchozího do koncového bodu po přímce, 
kterého je dosaženo vhodnou koordinací pohybů výložníku, sloupu a zdvihu břemene. 
Vzhledem ke skutečnosti, že je systém lanového závěsu nelineární a že je velmi obtížné zjistit 
aktuální polohu háku a břemene v prostoru, tak se řízením a stabilitou s využitím Ljapunovy 
stabilizační teorie zabýval Cho a další [26, 28] z Korejské univerzity. 
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Kromě elektrického a signálového řízení pohybů jeřábů k omezení kývání je také 
k dispozici několik systémů mechanických. Tyto mechanické systémy si většinou kladou za 
cíl částečně omezit kývání, protože úplné odstranění kývání touto cestou není pravděpodobně 
vůbec možné. Mimo samotné kývání je také problémem natáčení břemene podél svislé osy. 
Touto problematikou se zabývali pracovníci Katedry konstruování v Košicích Kuľka a 
Ferenčíková [37], kdy pomocí využití gyroskopického jevu matematicky popsali důkaz o 
možnostech této metody. Velkou nevýhodou jejich představeného řešení je ovšem nutnost 
přívodu elektrické energie ke kladnici jeřábu. Ke zmenšení výchylky háku může značně 
přispět také vhodný způsob zalanování lanového převodu. Především vhodnému rozmístění 
vodících a vyrovnávacích kladek na kočce a případně na kladnici nebo na spreaderech 
(container spreader – rám k uchycení kontejneru), které jsou v kontejnerové přepravě 
používány. Touto problematikou se zabývá práce Dissanayake a kol. [14]. Další prací, která 
se zabývá mechanickým nebo spíše elektromechanickým systémem omezení výkyvu 
břemene, je práce Kawaie se svým Japonsko-Korejským týmem v roce 2009 [32]. Systém je 
založen na principu pohyblivého závěsného bodu na spreaderu (obr. 2) a je řízen pomocí CCD 
kamer s obrazových značek. Vhodným řízením vloženého vozíku je kompenzována 
nepřesnost uložení nákladu, kdy je těžiště nákladu mimo střed kontejneru (pouze v jedné ose). 
Fungování tohoto systému dále ověřili v laboratorních podmínkách. 
 
 
Obr. 2: Systém omezující kývání kontejneru podle Kawaie a kol. [32]. 
 
Třetím hlavním směrem vědecké práce v této oblasti je počítačová simulace, která 
souvisí s velkou dostupností osobních počítačů a vhodných programů. Řešení nelineárních 
systémů nevyžaduje přímo speciální software, ale postačí i základní matematické programy 
na řešení rovnic. Výhodou je také rozvoj programů podporujících grafické programovací 
jazyky (např. LabView, Matlab-Simulink). Právě řešení pomocí programu Matlab-Simulink je 
často publikováno ve vědeckých pracích ve světě ale i doma, jak ukazuje např. Noskievič [51] 
z VŠB-TU Ostrava. Pomocí fuzzy logiky a využití programového výše zmíněného 
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simulačního prostředí řešil tuto problematiku také Mahfouf s kolektivem z Británie [43, 
2009]. Grafický program ADAM.MSC v kombinaci s programem Matlab-Simulink použili na 
virtuální experiment Dai [12] se svými kolegy z Harbin Institute of Technology (HIT) z Číny. 
Simulovali pohyb břemene zavěšeného na mostovém jeřábu v ADAMS, kde se pohybovala 
kočka a most (2D model). Pohyby mostu a kočky byly řízeny fuzzy logikou v programovém 
prostředí Matlab. Poslední prací, která je zde uvedena, je práce kolektivu Wilsona z USA 
[64]. Wilson využívá k simulacím program Unigraphics s Unigraphics Assembly Package, 
který je přímo řízen operátorem. 
 
1.2 Vědecká pracoviště – laboratorní modely 
 
Na VUT v Brně se modelováním pohybu břemene na lanovém závěsu zabývali 
pracovníci Ústavu mechaniky těles, mechatroniky a biomechaniky Ondrůšek s kolektivem. 
Následující text je citován z [16]: 
„Projekt se zabývá řízením pohybu břemene mostového jeřábu. Cílem je taková 
realizace přejezdu vozíku, aby se na konci pohybu břemeno nekývalo. Zvolená koncepce 
pracuje s matematickým modelem bez senzoru výchylky břemene. Parametry přejezdu jsou 
optimalizovány tak, aby byl celkový čas minimální. Algoritmy navržené a otestované v 
simulačním prostředí jsou implementovány do řídícího počítače, kterým je přes výkonovou 
elektroniku řízen krokový motor. Náhodně je volena požadovaná poloha a algoritmus vypočte 
data pro řízení krokového motoru. Cílem je zaručit, aby po přesunu vozíku (obr. 3) do 
koncové polohy nedocházelo ke kývání břemene.“ 
 
 
Obr. 3: Laboratorní model mostového jeřábu [16]. 
 
Terashima a kol. [62] se zabývají modelováním pohybů sloupového jeřábu s použitím 
metody Straiht Transfer Transformation (STT), kde výsledkem je pohyb břemene z výchozího 
do koncového bodu po přímce, kterého je dosaženo vhodnou koordinací pohybů výložníku, 
sloupu a zdvihu břemene. Pohyb by samozřejmě, podle autorů, měl být dostatečně rychlý. Na 
ověření funkčnosti této metody využívají laboratorní model rotačního jeřábu (obr. 4). 
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Obr. 4: Laboratorní model jeřábu a schématický nákres [62]. 
 
Minimalizací času přesunu břemene na mostových a kontejnerových jeřábech se také 
zabývali Bartolini a kol. [5] z Italské Univerzity v Cagliari. Cílem bylo, aby břemeno 
v cílovém bodě bylo v klidu, podobně jako u práce Ondrůška a kol. [16] z VUT v Brně. 
Laboratorní model se základním schématem pohybu břemene je na obrázku níže (obr. 5). 
 
     
Obr. 5: Laboratorní model jeřábu a schématický nákres pohybu břemene [5]. 
 
Laboratorní model (obr. 6), který postavil Jerman se svým kolektivem [30] na 
Slovinské univerzitě v Ljubljaně, slouží k verifikaci matematického modelu dynamiky 
břemene věžového jeřábu. Motory zajišťující pohyb jeřábu jsou třífázové s kotvou na krátko 
řízené pomocí frekvenčních měničů ovládaných počítačem. Model využívá různých snímačů, 
jako např. rotačního inkrementálního snímače, snímačů napětí, torzního hřídele a dalších. 
Snímaná data jsou vyhodnocena pomocí programu LabView. 
 
Vývoj nové koncepce autonomních manipulátorů 
Ing. Martin Kubín 
 
- 13 - 
 
Obr. 6: Laboratorní model věžového jeřábu a jeho schématický nákres [30]. 
 
Dalším z experimentálních modelů je model, který vznikl v Číně při spolupráci Čínské 
akademie věd a Yantaiské univerzity, model je na obrázku níže (obr. 7). Model dvou 
rozměrného mostového jeřábu (jak uvádí autor) je řízen pomocí fuzzy logiky. Měření úhlů 
vychýlení břemene je jednoduše realizováno pomocí rotačních senzorů snímajících 
mechanicky úhel závěsného lana v ose X a Y. 
 
  
Obr. 7: Liův laboratorní model mostového jeřábu [41]. 
 
Jak již bylo napsáno výše, nejvíce jsou práce v oboru automatizace a poloautomatizace 
jeřábů propracovány v odvětví kontejnerové dopravy. Z. N. Masoud z Jordánské univerzity a 
A. H. Nayfeh z Virginského polytechnického institutu a univerzity z U.S.A. s kolektivy 
dalších autorů se zajímají o řízení kontejnerových jeřábů s ohledem na snížení kývání 
břemene – kontejneru [13, 44, 45, 48]. Na obrázku níže (obr. 8) je zobrazen model lodního 
jeřábu, který slouží k verifikaci výsledků počítačových simulací. Model je schopen simulovat 
také pohyby lodě na mořských vlnách. 
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Obr. 8: Laboratorní model lodního jeřábu [49]. 
 
Automatizací mostového jeřábu se také zabývají Yang a Shen [66] na Národní 
univerzitě v Pingtungu na Tchaj-wanu. Jejich model mostového jeřábu (obr. 9) je 
dvourozměrný a data polohy mostu a kočky jsou snímána pomocí lineárních pozičních 
snímačů. Pomocí encoderů jsou snímána data výchylky závěsu břemene, podobně jako u 
Čínského modelu výše (obr. 7).  
 
  
Obr. 9: Laboratorní model mostového jeřábu se schématem [66]. 
 
Řízením pohybů mostového jeřábu pomocí fuzzy logiky se zabýval Chang a Chiang z 
Ching Yun University na Tchaj-wanu. Podle historického vývoje jejich článků pracovali na 
dvou laboratorních modelech. První model publikovaný v článcích „A practical fuzzy 
controllers scheme of overhead crane“ (2005) [24] a „The switching algorithm for the control 
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of overhead crane“ (2006) [23] je pět metrů dlouhá pojezdová dráha pro vozík (kočku), která 
pojíždí po dráze se zavěšeným břemenem na dvoumetrovém závěsu (obr. 10). Informace o 
pozici a o velikosti vychýlení břemene je snímána pomocí dvou encoderů a v reálném čase 
posílána do řídícího počítače. Řídící počítač potom na základě naprogramovaného algoritmu 
rozhodne o vhodném řízení pohonu pojezdu vozíku.  
 
 
Obr. 10: Changův první laboratorní model mostového jeřábu [23]. 
 
Druhý Changův a Chiangův model publikovaný v letech 2007 až 2009 je rozšířen o 
další osu v podobě mostu s pojezdovým motorem (obr. 10). Pohyb břemene je tedy zajištěn 
v ose X a Y (obr. 11). Pohon mostu a kočky je realizován pomocí stejnosměrných motorů, 
otáčky motorů a pohyby břemene jsou zaznamenávány pomocí čtyř encoderů. 
 
  
Obr. 11: Changův druhý laboratorní model mostového jeřábu [20, 22]. 
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2. Automatizace jeřábové techniky 
 
U jeřábů je používání automatizovaných úkonů dosti rozšířené. Příkladů je hned 
několik a tvoří je mostové manipulátory s pevnou nebo teleskopickou zdviží, kde je dráha 
břemene jasně dána, a dále pak jednoúčelové skládkové jeřáby převážně používané pro 
manipulaci se sypkým materiálem, kde nezáleží na přesnosti a citlivosti pohybu. Dalším 
příkladem jsou částečně a někdy i plně automatizované jeřáby přístavní, určené k nakládce a 
vykládce kontejnerových lodí, protože jsou na tyto jeřáby kladeny velmi vysoké požadavky 
na rychlost a přesnost manipulace a s tím související vysokou produktivitu. U jeřábů 
stavebních, mostových a jiných je automatizace stále velkým problémem. V tomto směru bylo 
již zpracováno mnoho prací, jako jsou například práce na téma matematického modelování 
pohybu břemene, aktivního dynamického vyvažování pohybu břemene ať už regulací 
rychlosti pohybu nebo různými mechanismy. Ale je mnoho dalších vlivů, které na tuto 
soustavu působí, že zatím výrobci přistoupili k aplikaci automatizovaného provozu 
mostových jeřábů pouze v některých konkrétních případech, např. ve výrobních skladech a při 
nakládání a vykládání unifikovaných kusových břemen.  
 
 
Obr. 12: Ovládací a informační panel skladového jeřábu [70]. 
 
Na obrázku výše (obr. 12) je zobrazen ovládací panel automatizovaného mostového 
jeřábu ve skladu kabelových cívek. Automatizace vždy vyžaduje použití snímačů a jiných 
elektronických prvků, které informují jeřábníka nebo operátora o stavu stroje. Jsou zde 
například snímače polohy, zatížení, náklonu, induktivní snímače upozorňující obsluhu na 
přítomnost elektrického nadzemního vedení a dále pak meteorologické přístroje, které měří 
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rychlost a směr větru. A v neposlední řadě téměř všichni výrobci stavebních, mostových a 
jiných jeřábů nabízejí možnost dálkového rádiového ovládání. 
 
2.1 Současné průmyslové aplikace 
 
Firmy vyrábějící jeřáby se snaží držet krok s poptávkou zákazníků a snaží se vyvíjet 
své systémy omezující kývání břemene. Jak v České republice, tak i ve světě lze nalézt velké 
množství těchto aplikací. Existují mechanické systémy založené na speciálním způsobu 
zalanování lanového převodu, pomocí teleskopického tubusu nebo je použit nůžkový 
mechanismus. Dále jsou používány elektronické systémy, které se od sebe vzájemně liší a 
které jsou založeny na odlišných principech snímání vlastního stavu. Snímání vlastního stavu 
je přitom jeden z nejdůležitějších parametrů potřebných pro správné a účelné omezení kývání 
břemene. Všechny systémy jsou založené na řízení elektromotorů pohonů pomocí 
frekvenčních měničů, na obrázku níže je zobrazena řídící rampa frekvenčního měniče (obr. 
13).  
 
 
Obr. 13: Řídící rampa frekvenčního měniče [24]. 
 
Systémy omezující kývání břemene mají výhody, které většinou platí obecně: 
? zvýšení bezpečnosti a produktivity práce; 
? snížení spotřeby elektrické energie; 
? snížení mechanického zatížení funkčních částí jeřábu; 
? povely obsluhy lze měnit v rychlém sledu a nedochází k rozkývání břemena; 
 
V následujícím přehledu jsou uvedeny některé možné způsoby provedení. Těchto 
systémů je v České republice a ve světě mnoho a většinou jsou principielně podobné. O těchto 
systémech je také zmínka v kapitole 1. 
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Zařízení pro potlačení kývání břemene – firma AISE Zlín 
Tento systém se zakládá na využívání patentu Valáška [65]. Pro řízení pojezdových 
motorů jsou nainstalovány vektorově řízené frekvenční měniče. Princip eliminace kývání 
břemene spočívá v tom, že do řídícího počítače jsou zavedeny požadavky obsluhy jeřábu, tj. 
směr pojezdu mostu nebo kočky, směr pohybu zdvihu a délka lana, na kterém je zavěšeno 
břemeno. Na základě těchto informací je řídícím počítačem generován analogový signál, při 
kterém nedochází ke kývání břemene. Tento signál je řídícím signálem rychlosti měničů 
frekvence pojezdových pohonů. Řídící systém reaguje na povely obsluhy tak, aby byl schopen 
stabilizovat břemeno. Eliminace je realizována pro oba směry pohybu (pojezd kočky a 
mostu). [69] Tento systém byl nainstalován při modernizaci elektročásti mostových jeřábů 
v Elektrárně Dětmarovice. [63] 
 
iCM – firma SCS servis 
Jedná se o elektronický systém sledující vektor zrychlení, s následnou predikcí pohybu 
břemene, v obou možných osách jeho pohybu. Při výchylce břemene kterýmkoliv směrem 
systém automaticky pomocí pohybů mostu a kočky tyto výchylky co nejrychleji eliminuje. 
V tomto systému není sledována délka lana. Systém je schopen eliminovat a dle výrobce zcela 
vylučuje vznik šikmého tahu při nesprávné poloze jeřábu nad břemenem. Na základě této 
skutečnosti je možné ovládat jeřáb vychýlením břemene obsluhou, bez nutnosti použít 
ovladač jeřábu. [76] 
 
Modul ASLC (Anti Swing Load Control) – firma OS-KOM 
Jde o elektronický systém zamezující kývání břemene, který opět vhodně řídí pohony 
pomocí frekvenčních měničů. [73] 
 
systém ABB [52] 
Program ABB pro řízení jeřábu, který někdy zaměstnanci firmy nazývají mozkem 
jeřábu, je volitelná, snadno použitelná softwarová nadstavba pro standardní průmyslové 
pohony. Firma ABB se zabývá vývojem vybavení měničů frekvence, které je speciálně 
určeno pro jeřábové použití. Tento software podporuje mj. dálkové monitorování a 
diagnostiku pomocí ethernetového modulu, který poskytuje přístup k pohonu přes internet. 
Pomocí jednoho ze systémů DTC (Direct Torque Control) je dle výrobce možné dosáhnout 
maximálního kroutícího momentu při nulových otáčkách.  
Firma ABB se zabývá také problémy s obsluhou jeřábu, které mohou nastat po 
aplikaci systému do staršího renovovaného jeřábu. Instalací nového řídícího systému může 
někdy vést k psychologické hře mezi konstruktérem jeřábu a jeho obsluhou. V mnoha 
případech je prý pracovník obsluhy schopen sám přizpůsobit své postupy tak, aby bylo možné 
kompenzovat jakékoliv neefektivnosti v obsluze jeřábu s ohledem na nízkou přesnost a 
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nevyhovující reakci. Zavedením nového rychle a přesně reagujícího systému často vede 
k nespokojenosti obsluhy. S tímto problémem je možné se vypořádat dvěma možnými 
přístupy. První přístup je založen na výcviku obsluhy na jeřábu s novými systémy. Druhý 
podle ABB efektivnější a přesvědčivější přístup spočívá v úplné změně kabiny. Nová kabina 
navozuje dojem práce s úplně novým jeřábem. 
 
2.2 Podstata autonomního systému 
 
Míra interakce stroje s okolím je vyjadřována několika stupni autonomie stroje ve 
vztahu k člověku (tab. 1). Nejnižším stupněm závislosti stroje na člověku je stroj plně závislý 
na člověku. Chod řízeného stroje (např. povely zapnuto, vypnuto, regulace otáček...) plně 
ovládá člověk s tímto strojem pracující, mezi tyto patří např. ruční nářadí a jiné elektrické 
stroje bez řídícího systému. Druhým stupněm závislosti stroj-člověk je stroj ovládaný. Tento 
stroj je stále v podstatě plně závislý na člověku, ale už obsahuje některé např. bezpečnostní 
prvky (koncový spínač), které umožní stroj vypnout v případě, že by například mělo dojít ke 
kolizi pracovního stolu s rámem stroje. Takto pracující stroj stále pracuje na základu přímých 
pokynů od obsluhy, kde obsluhou může být myšlen člověk nebo řídící program bez zpětné 
vazby. Právě zpětnou vazbou je rozlišen další třetí stupeň - regulovaný stroj. Regulovaný stroj 
přebírá některé nebo všechny funkce související se zpětnou vazbou, kterou u nižších úrovní 
vykonává člověk (např. regulace výkonu, rychlost pojezdu...). Stroj musí být vybaven 
nezbytnými snímači, které mu umožní interagovat s okolním prostředím. Autonomní systém, 
čtvrtý stupeň, je při řešení zadaných úkolů na člověku nezávislý, avšak tyto úkoly a 
algoritmus jejich řešení mu musí člověk (operátor) zadat. Tento stupeň je teoreticky druhým 
nejvyšším, výše z hlediska autonomie je už jen stroj inteligentní (UI – Umělá Inteligence 
/anglicky AI - Artificial Intelligence/), který člověka nepotřebuje ke svému „životu“, který si 
sám určuje své cíle. Ve skutečnosti a z hlediska praktické využitelnosti pro člověka je 
autonomní systém stupněm nejvyšším.  
Interakce jakéhokoliv stroje s okolím je dána jeho povědomím o tomto svém okolí a 
neobejde se tedy bez různých snímačů vlastního stavu, stavu okolí a případně nějakými 
dalšími (např. aktuální předpověď počasí). Základními snímači, v dnešní době běžně 
používanými, jsou snímače s elektrickým výstupem. Tento signál může být buďto analogový 
nebo digitální. Dnes jsou používány výhradně digitální signály (buď přímo nebo s využitím 
A/D převodníků) z důvodu snadného zpracování pomocí výpočetní techniky. Signály z celého 
stroje jsou dále zpracovány počítačem, který na základě probíhajícího programu rozhodne jak 
je využít k vykonání zadaného úkolu.  
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Tab. 1: Rozdělení strojů podle míry autonomie na člověku. 
stroj závislost na člověku interakce s okolím - příklady 
Řízený plně závislé na člověku (vedení, rozhodování,...) žádná, pouze člověk 
Ovládaný 
vykovává činnost podle zadaného pokynu, 
logická rozhodovací schopnost (výroková 
logika) 
koncový spínač, tlačítko 
Regulovaný 
vykovává činnost podle zadaného pokynu, 
logická rozhodovací schopnost (fuzzy 
logika) 
snímač polohy, akcelerometr, 
otáčkoměr, gyroskop 
Autonomní 
dosahuje cíle způsobem, který si zvolí 
(metodologie volby je však stále 
předepsána). Cesta nemusí být nejpřímější a 
v případě překážek si sám najde novou cestu 
k cíli (neuronové sítě) 
snímač polohy, akcelerometr, 
otáčkoměr, gyroskop, 
kamery, termokamery, 
meteorologické snímače a 
předpověď, ... 
Inteligentní sám si volí cíle, člověka nepotřebuje (umělá inteligence) jako předchozí 
 
 
 
Program obsluhující stroj je dán přesně určeným algoritmem, který je 
naprogramovaný v paměti počítače. Na základě svého rozhodnutí začne provádět úkony, které 
vedou k provedení úkolu. Systém automatický by takový úkol prostě provedl. Co by se ale 
stalo v okamžiku, kdyby se z nějakého důvodu stala nějaká změna v okolí? Například kdyby 
mostový jeřáb uchopil břemeno a nesl ho po navržené (často nejkratší) dráze na místo určení a 
během tohoto pojezdu vjel do dráhy břemene nákladní automobil? Automatický jeřáb by do 
něj narazil a pouze v případě, je-li vybaven nějakými snímači pro případ kolize, by došlo 
k rychlému zastavení, avšak až po srážce. Autonomní systém by mohl takovým nehodám 
předcházet, je-li vybaven příslušným zařízením, např. kamerou atp. V případě autonomního 
systému bude tato změna v okolí akceptována a jeřáb najde novou upravenou dráhu, po které 
je možné břemeno nést až na místo určení.  
Autonomní systémy by na základě analýzy informací ze snímačů např. v čase mohly 
případně předvídat jejich další vývoj a pracovat v jakémsi deterministickém nebo 
stochastickém režimu. Tím by systém mohl dokázat zamezit některým nežádoucím jevům 
v provozu jeřábové techniky. Dále by se systém z těchto nepříznivých událostí mohl sám 
poučit a v další práci pokud by porovnával data z minulé události s vývojem přicházejících 
informací ze snímačů, by mohl důsledku podobné nepříznivé události předejít rychlejší reakcí. 
O metodologii řídícího programu bude ještě pojednáno dále. 
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2.3 Řízení autonomních systémů 
 
Řízení autonomních systémů má stejnou podstatu jako řízení systémů automatických. 
Z hlediska přívodu energie se jedná o řízení nepřímé. Dalším určujícím faktorem je rozdělení 
řízení podle výsledku a to jestli je anebo není tento výsledek zpětně kontrolován – zpětná 
vazba. Podle toho rozlišujeme ovládání, regulaci a vyšší formy řízení. Řízení ovládáním je 
bez zpětné vazby. Regulace je řízení se zpětnou vazbou. Mezi vyšší formy řízení patří 
optimální řízení, adaptivní řízení, učení a umělá inteligence. Optimální řízení je takové, kdy 
systém dosáhne požadovaného výsledku např. při minimu vynaložené energie nebo 
v nejkratším čase. Adaptivní řízení je takové, kdy systém je schopen měnit svou strukturu tak, 
aby proces řízení probíhal stále optimálně. Řízení s učením pracuje jako systém adaptivní, 
který je schopen ukládat a následně využít získané zkušenosti. Nejvyšším stupněm je řízení 
pomocí systémů s umělou inteligencí. [61] 
 
 
Obr. 14: Blokové schéma řízení mostového jeřábu – FUZZY Control [23]. 
 
 
Automatické řízení lze technicky provést několika způsoby, které se liší principem 
působení řídícího systému na řízený systém. Z tohoto hlediska rozdělujeme automatické 
řízení na: - logické – používá se k řízení dvouhodnotových veličin (false/true, 0/1), 
 - spojité – veličiny jsou spojitě řízeny v čase, 
 - diskrétní – spojitý signál je rozdělen na posloupnost impulsů, 
 - fuzzy – jsme schopni řídit i systémy, které nejsou jednoduše matematicky 
popsatelné (obr. 14), 
 - neuronové sítě, 
 - genetické algoritmy, 
 - simulované žíhání, 
 - atd. (většinou různé kombinace výše uvedeného) 
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2.3.1 Zobecněné expertní systémy 
 
Zobecněný expertní systém (ZES) je jednotící pojem pro umělou inteligenci [29], 
který do sebe zařazuje nejen expertní systémy (logika, fuzzy...) ale i metody, které nejsou 
založeny na symbolické manipulaci s daty, např. neuronové sítě. Zobecněný expertní systém 
je uměle vytvořený systém, který zpracovává vstupní údaje spojené s řešením určitého 
konkrétního problému. Jeho funkcí není pouhá „organizace dat“, výstupem z něho jsou 
produkty v podobě konkrétních doporučení. ZES pro svou činnost používá znalosti, které jsou 
specifické pro danou oblast, v níž se řeší konkrétní problém. Další jeho vlastností je, že se 
v uvedené oblasti chová „schopně“, tak jako člověk, což je charakteristický rys umělé 
inteligence. Na schématu (obr. 15) je uvedena struktura ZES podle metod, které tyto metody 
používají.  
 
Tyto systémy se dělí na dvě hlavní větve: 
Usuzování – je proces, do něhož vstupují obecné znalosti a konkrétní fakta a vystupují 
důsledky usuzování. Usuzování může mít úroveň kvalitativní a úroveň kvantitativní. 
Klasifikace vzorů – je také proces, při kterém dochází k přizpůsobení jednoduché 
funkce datům (statistické metody) anebo se datům přizpůsobují funkce složitější (rozhodovací 
stromy). Při aplikaci neuronových sítí jsou skládány jednodušší funkce, které jsou 
přizpůsobeny datům.  
 
 
Obr. 15: Struktura zobecněných expertních systémů. 
 
Mechanismy zobecněných expertních systémů 
usuzování hybridní systémy klasifikace vzorů 
statistické 
metody, 
klasifikace 
kvalitativní: 
- logika 
- produkční 
   pravidla 
- sémantické 
   sítě 
kvantitavní: 
- fuzzy 
   logika 
- Baysovské 
   funkce 
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2.3.2 Fuzzy řízení 
 
Kvantifikace hodnot jazykových proměnných je možná s využitím fuzzy množiny. 
Základním pojmem je především množina prvků z uvažovaného oboru hodnot { }xU = , 
kterou nazýváme universum. Pak fuzzy množina A v univerzu U je definována jako množina 
uspořádaných dvojic ( )( ){ }xx Aμ, , kde Ux ∈  a [ ]1,0: →UAμ  je funkce příslušnosti množiny 
A; ( ) [ ]1,0∈xAμ  je stupeň příslušnosti prvku x do fuzzy množiny A. Stanovení stupňů 
příslušnosti je subjektivní a závislé na kontextu (podléhá vlastní zkušenosti experta). Ve fuzzy 
logice se pracuje s jazykovými (lingvistickými) proměnnými, jejichž hodnotami jsou slova 
nebo věty. Jazyková proměnná je určena: 1.) jménem, 2.) množinou hodnot (hodnoty se 
nazývají termy), 3.) univerzem, které je definované pro všechny termy, 4.) funkcí, která 
mapuje slovní hodnoty do hodnot univerza (obr. 16, 17). [61] 
 
 
Obr. 16: Základní funkce příslušnosti – fuzzifikace [61]. 
 
 
 
Obr. 17: Základní struktura fuzzy regulátoru v diskrétním regulačním obvodu [61]. 
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2.3.3 Neuronové sítě 
 
Umělé neuronové sítě (obr. 18) lze považovat za funkční model skutečných 
neuronových sítí člověka. Jejich vytváření je procesem tvorby dílčích modelů struktury, 
vlastností a procesů neuronů a synapsí, dále prostorové struktury sítě a procesu jejího učení. 
[29] 
 
Nejjednodušší model přenosu signálu neuronem je matematicky popsán ve tvaru: 
⎥⎦
⎤⎢⎣
⎡ Θ−= ∑
=
n
i
ii ttxtwfty
1
)()()()(        (36) 
 
kde:  xi vstupní signály do neuronu, 
 wi koeficienty synoptických vah, 
 Θ(t) prahová úroveň signálu, která je schopna aktivovat neuron, 
 f přenosová funkce (dvouhodnotová, sigmoidální, hyperbolická, ...), 
 y(t) výstupní signál z neuronu, 
 t čas. 
 
 
Obr. 18: Struktura vrstvené neuronové sítě [46]. 
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3. Břemeno zavěšené na háku kladnice jeřábu 
 
Kyvadlo je základní součást, která lidstvu umožnila měřit čas mechanickým způsobem 
s dostatečnou přesností pro většinu každodenních činností. Kyvadlo bylo tedy prvním 
oscilátorem (Galileo Galilei, kolem roku 1578), který umožnil přesné měření času. První 
kyvadlové hodiny sestrojil Christiaan Huygens (1655) [77]. Proto je rovinné matematické 
kyvadlo dostatečně prostudovaný příklad na harmonické kmitání.  
Nejjednodušším modelem kyvadla je matematické kyvadlo, u něhož provádíme určitá 
zjednodušení a omezení. Prvním zjednodušením je zanedbání tření (čepového) v bodě závěsu 
a všech vnějších vlivů. Dále je kyvadlo ve většině případů omezeno na malé výchylky (cca do 
5°). Důležitou vlastností kyvadla je, že si zachovává rovinu kyvu, díky čemuž dokázal J. B. 
Léon Foucault experimentálně potvrdit otáčení země kolem své osy (Pantheón v Paříži, 
1851). Experiment dokázal nejen existenci tohoto jevu, ale také potvrdil vliv Coriolisovy síly 
na kyvadlo v neinerciální vztažné soustavě Země.  
 
3.1 Analytický popis pohybu kočky s břemenem 
 
Matematických identifikací, které popisují pohyby jednotlivých částí jeřábu nebo 
dynamiku větších celků jeřábů, je v literatuře mnoho. Pohybové rovnice jsou sestavovány 
několika postupy nebo metodami. Nejčastěji je užívána metoda uvolňování a metoda redukce 
dále jsou užívány Lagrangeovy rovnice II. druhu, které jsou používány na systémy s více 
stupni volnosti, dále potom aplikace maticových metod (pomocí jakobiánů a kinetostatiky). 
 
Jako jeden z možných příkladů matematického popisu břemene zavěšeného na 
jeřábové kočce je zde uvedena analytická identifikace rovinného modelu pojezdu jeřábu podle 
Noskieviče [51] vycházející ze silového rozboru podle obrázku (obr. 19), ze kterého vyplývá 
pohybová rovnice kočky 
ϕsin⋅−−=⋅ FFFxm tkkk && ,        (1) 
 
a pohybová rovnice břemene ve směru osy x a y 
ϕϕ cossin ⋅−⋅=⋅ Mzz FFxm && ,       (2) 
ϕϕ sincos ⋅−⋅+⋅−=⋅ Mzzz FgmFym && .      (3) 
 
Rovnice pro úhel vychýlení břemene se určí pomocí vztahů mezi souřadnicemi 
ϕsin⋅−= Lxx kz ,         (4) 
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ϕcos⋅= Lyz .         (5) 
 
Po první derivaci podle času 
ϕϕ &&& ⋅⋅−= cosLxx kz ,        (6) 
ϕϕ && ⋅⋅−= sinLyz .         (7) 
 
 
Obr. 19: Schéma jeřábové kočky [51]; 
mk – hmotnost kočky, mz – hmotnost závaží, xk – poloha kočky,  
xz – poloha závaží, ϕ – poloha vychýlení, L – délka závěsu,  
Fk – síla pohonu, Ft – odporová síla kočky, FM – síla závaží  
F – síla v závěsu, FG – tíhová síla. 
 
Po dvojnásobné derivaci podle času 
ϕϕϕϕ &&&&&&& ⋅⋅−⋅⋅+= cossin 2 LLxx kz ,       (8) 
ϕϕϕϕ &&&&& ⋅⋅−⋅⋅−= sincos 2 LLyz .       (9) 
 
Dosazení do pohybových rovnic břemene (2) a (3) 
( ) ϕϕϕϕϕϕ cossincossin 2 ⋅−⋅=⋅⋅−⋅⋅+⋅ Mkz FFLLxm &&&&& ,   (10) 
( ) ϕϕϕϕϕϕ sincossincos 2 ⋅−⋅−⋅=⋅⋅−⋅⋅−⋅ Mzz FFgmLLm &&& .   (11) 
Po následné úpravě obdržíme nelineární diferenciální rovnice druhého řádu pro 
polohové souřadnice xk a ϕ. 
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Po aplikaci vztahů platných pro malé úhly získáme linearizovaný model ve tvaru 
( ) ( )
Lm
m
FmmgmmFFF
k
z
M
kzkzMtk +++−−−
=
ϕ
ϕ&&
,     (14) 
k
ztk
k m
gmFF
x
ϕ−−=&&
.        (15) 
 
Podle [43] má rovnice popisující chování pohonu má tvar 
kkk FkxkkukkF 34221 −−= && .        (16) 
 
V případě, je-li na řízení polohy jeřábová kočky použito stavové řízení, můžeme 
vycházet z linearizovaného stavového modelu systému s pěti proměnnými. 
( )
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resp. zapsaného v maticovém tvaru       (18) 
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Pomocí tohoto matematického modelu jeřábové kočky lze řídit pojezd kočky se 
stavovou zpětnou vazbou a pozorovatelem stavu. Toto řízení umožňuje podle Noskieviče [51] 
přemístění kočky s minimálním kýváním zavěšeného břemene.  
 
3.2 Numerické řešení kyvadel a pohybu kočky s břemenem 
 
Chování dynamického systému kyvadel zavěšených na pevném nebo na pohyblivém 
závěsu lze považovat za nelineární. Řešení soustavy nelineárních diferenciálních rovnic je 
obecně problematické a získání analytického řešení v uzavřeném tvaru není často vůbec 
možné. V praxi tyto problémy řešíme linearizací pohybových rovnic aplikací doplňkových 
rovnic pro malé úhly výchylek. Touto operací však skutečnou situaci v podstatě idealizujeme 
a množina možných typů řešení studovaného matematického modelu je omezena na triviální 
případy, kdy je stavovým atraktorem pevný bod nebo limitní cyklus. 
Pohybové rovnice kyvadel a podobných mechanických systémů lze zapsat jako 
soustavu diferenciálních rovnic prvního řádu a tyto následně řešit tzv. numerickou integrací. 
Nejpoužívanější metodou přibližného řešení obyčejných diferenciálních rovnic při znalosti 
počátečních podmínek je Eulerova metoda (a její modifikace), dostatečně přesná a rychlá je 
rovněž Runge-Kuttova metoda čtvrtého řádu. Většina komerčně dostupných programů 
určených k řešení matematických problémů (Matlab, Mathcad) má právě druhou jmenovanou 
metodu implementovánu. Mathcad nabízí již předdefinovanou funkci s příkazem rkfixed 
s pevnou, uživatelem specifikovanou velikostí integračního kroku. Popis metody Runge-Kutta 
čtvrtého řádu podle Rektoryse [53]: 
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Následující podkapitoly ilustrují možnou složitost chování nelineárního kyvadla na 
poměrně jednoduchých příkladech matematických modelů. Jednotlivé příklady ukazují, jak 
může přítomnost nelineárních členů v diferenciálních rovnicích obohatit množinu možných 
řešení dynamického systému a jak s přibývajícími výrazy roste složitost řešení. Parametry 
vstupující do výpočtu a ovlivňující chování systému jsou často zanedbávány na základě 
zjednodušujících předpokladů, které dokonce většinou omezují výsledky na jednoduché 
lineární řešení. Ve většině případů se předpokládá nulový vliv prostředí, například odpor nebo 
proudění vzduchu a závěs kyvadla obvykle uvažujeme dokonale tuhý s neměnnou délkou. Pro 
potřeby simulací dynamického chování břemen zavěšených na jeřábech je zavádění 
zjednodušujících předpokladů vstupních parametrů nevhodné, protože odpovídající řešení je 
nepřesné a představuje značně idealizovaný obraz chování. Chování nelineárního 
dynamického systému s uvažováním reálných vlivů velmi často vede k chaotickému chování. 
Tento typ řešení je specifický tím, že časové průběhy jednotlivých stavových proměnných 
systému jsou velmi citlivé na počáteční podmínky, a přesto vede na stavový atraktor1 
ohraničený v konečném objemu stavového prostoru.  
Analýza dynamických systémů představuje nejen úlohu určit podstatu jejich chování, 
ale také počet možných stavových atraktorů, jejich oblasti přitažlivosti a bifurkační vlastnosti 
dynamického toku. Touto bifurkací zde rozumíme změnu řešení se změnou jednoho nebo 
několika interních parametrů systému. Jako vhodný kvantifikátor globálního chování 
nelineárních dynamických systémů, který po eliminaci přechodového děje sleduje časovou 
evoluci trajektorií ve fázovém prostoru, je spektrum jednorozměrných Ljapunovských 
exponentů. Jsou to reálná čísla, jejichž počet odpovídá počtu stupňů volnosti studovaného 
systému. Hodnoty jednotlivých exponentů určují míru divergence (kladná čísla) respektive 
konvergence (záporná čísla) dvou sousedních trajektorií ve stavovém prostoru. Největší 
Ljapunovský exponent tak vyjadřuje míru chaotičnosti systému a pokud nabývá kladných 
hodnot, znamená to, že blízké trajektorie divergují a systém je citlivý na malé změny 
počátečních podmínek. Pokud je největší exponent nulový jedná se o periodický děj, pokud 
jsou nulové exponenty dva hovoříme o kvaziperiodickém chování systému. Množina všech 
exponentů záporných indikuje, že atraktorem je pevný bod dynamického toku. Užitečným 
nástrojem pro kvalitativní analýzu chování deterministických dynamických systémů třetího 
řádu je zavedení Poincarého sekce, která umožňuje redukovat řád a zkoumat dynamické 
chování systému v rovině. 
 
 
                                                 
1 Atraktor [79] (anglicky attractor, z původně latinského attrahere přitahovat) je konečný stav systému. Je to 
stav, do kterého dynamický systém v čase směřuje (je do něho „přitahován“). Například atraktorem kyvadla je 
jeho ustálený stav, ve kterém již nekmitá a zavěšené těleso (nebo hmotný bod) setrvává v nejnižším bodě své 
dráhy (v tíhovém poli).  
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3.2.1 Rovinné matematické kyvadlo bez tlumení a buzení 
 
Vycházejme ze základního příkladu matematického kyvadla, jehož chování je obecně 
známé. Jedná se o ideální rovinné matematické kyvadlo bez jakéhokoliv tlumení a buzení. 
Základní parametry, které budou v rámci numerické integrace považovány za konstantní, jsou 
délka závěsu L a tíhové zrychlení g. Příslušná pohybová rovnice je: 
 
( ) 0)(sin)( =+ t
L
gt ϕϕ&&          (21) 
počáteční podmínky: 
0)0(
1)0(
=
=
ϕ
ϕ
&  
konstantní parametry: 2m.s 81,9
m  1
−=
=
g
L
 
integrační parametry: čas t [s] v intervalu 100,0 , počet bodů integrace n = 10000 
 
  
Obr. 20: Časový průběh úhlu ϕ a úhlové rychlosti ω a fázový portrét rovinného 
 matematického kyvadla bez tlumení a buzení. 
 
Časový průběh (obr. 20, vlevo) úhlu výchylky ϕ a úhlové rychlosti ω je podle 
předpokladu obrazem funkce sinus a kosinus, přičemž oba průběhy jsou navzájem posunuty o 
90°. Fázový portrét (obr. 20, vpravo) ve stavovém (fázovém) prostoru je zobrazením 
dlouhodobého chování systému, přičemž uzavřená křivka reprezentuje opakující se děj, tedy 
periodické průběhy úhlu výchylky ϕ a úhlové rychlosti ω. Jedná se o stabilní rovnovážný stav 
se singulárním bodem typu střed (eliptický bod) a odpovídajícím nulovým největším 
Ljapunovským exponentem. Nejedná se tedy o chaotické řešení. 
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3.2.2 Rovinné matematické kyvadlo s tlumením a bez buzení 
 
Druhý příklad ilustruje chování rovinného matematického kyvadla s tlumením (tlumící 
koeficient k zavedený například vlivem tření v bodu závěsu). Předpokládáme, že tlumící síla 
je úměrná úhlové rychlosti. Chování je podobně jako v předchozím příkladu relativně známé. 
Základní pohybová rovnice je: 
 
( ) 0)(sin)()( =++ t
L
gtkt ϕϕϕ &&&        (22) 
počáteční podmínky: 
0)0(
1,0)0(
=
=
ϕ
ϕ
&  
konstantní parametry: 
1-
2
s 1,0
m.s 81,9
m  1
=
=
=
−
k
g
L
 
integrační parametry: čas t [s] v intervalu 100,0 , počet bodů integrace n = 10000 
 
 
  
Obr. 21: Časový průběh úhlu ϕ  a úhlové rychlosti ω a fázový portrét rovinného 
 matematického kyvadla s tlumením a bez buzení. 
 
 
Časový průběh (obr. 21, vlevo) úhlu výchylky ϕ a úhlové rychlosti ω je opět podle 
předpokladu obrazem funkce sinus a kosinus s exponenciálně se zmenšující amplitudou. 
Fázový portrét (obr. 21, vpravo) ve stavovém (fázovém) prostoru popisuje tlumený periodický 
děj. Výsledkem je stabilní rovnovážný stav se singulárním bodem typu ohnisko. Znovu se 
nejedná o chaotické řešení, největší Ljapunovský exponent je menší než nula. 
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3.2.3 Rovinné matematické kyvadlo s tlumením a buzením 
 
První příklad ilustrující chaotické chování je rovinné matematické kyvadlo s tlumením 
a buzením (obr. 22). Koeficient amplitudy budící síly označíme symbolem A, fázi budící síly 
θ a budící úhlovou frekvence (působení větru) Ω. Tlumící koeficient je úměrný úhlu výchylky 
kyvadla a jeho příčinou může být tíhové pole Země. Chování této soustavy již není jednoduše 
předvídatelné a může být komplikované. Základní pohybová rovnice je: 
 
 
Obr. 22: Rovinné kyvadlo s pevným závěsem. 
 
( ) ( ) 0)(cos)(sin)()( =⋅Ω⋅−++ tAt
L
gtkt θϕϕϕ&&      (23) 
počáteční podmínky: 
0)0(
0)0(
1,0)0(
=
=
=
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ϕ
ϕ
&  
konstantní parametry: 
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2-
2
s 2
s 2
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=Ω
=
=
=
=
−
A
k
g
L
 
integrační parametry: čas t [s] v intervalu 100,0 , počet bodů integrace n = 10000 
 
Časový průběh (obr. 23, vlevo) úhlu výchylky ϕ a úhlové rychlosti ω naznačuje 
potenciální složitost řešení systému, stále se však jedná o periodické průběhy. Fázový portrét 
(obr. 23, vpravo) ve stavovém (fázovém) prostoru naznačuje kvaziperiodicitu, což potvrzují i 
vypočtené dva nulové Ljapunovské exponenty. Lokalizaci chaotického řešení daného systému 
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můžeme provést vynesením největšího Ljapunovského exponentu jako funkce parametrů 
budící síly, tedy A a Ω. Z grafu (obr. 24) je zřejmé, že existuje taková kombinace hodnot A a 
Ω, pro kterou vykazuje systém chaotické řešení s hodnotou největšího Ljapunovského 
exponentu 0,41. V této oblasti se zadaný dynamický systém chová chaoticky. 
 
  
Obr. 23: Časový průběh úhlu ϕ a úhlové rychlosti ω a fázový portrét rovinného 
 matematického kyvadla s tlumením a buzením. 
 
Obr. 24: Průběh největšího Ljapunovova exponentu λ [-] v závislosti na amplitudě A [s-2] 
 a úhlovém kmitočtu Ω [s-1] budící síly rovinného kyvadla s tlumením a buzením. 
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Fázový portrét (obr. 25) ve stavovém (fázovém) prostoru vznikl pro modifikaci 
parametrů budící síly tak, aby spadaly do oblasti maximálního největšího Ljapunovského 
exponentu. Z průběhu trajektorie je patrné, že se jedná o vícespirálový chaotický atraktor se 
sedmi spirálami, tedy sedmi sigulárními body typu nestabilní ohnisko, mezi kterými je šest 
obdobných singulárních bodů ale s opačným indexem stability. Výsledný fázový portrét 
vychází z pohybové rovnice (23) s následujícími vstupními parametry: 
 
konstantní parametry: 
1-
2-
2-
2
s 5,2
s 7,2
s 25,0
m.s 81,9
m  1
=Ω
=
=
=
=
−
A
k
g
L
 
integrační parametry: čas t [s] v intervalu 1100,0 , počet bodů integrace n = 110000 
 
 
Obr. 25: Fázový portrét rovinného matematického kyvadla s tlumením 
 a buzením v oblasti maximálního největšího Ljapunovova exponentu. 
 
3.2.4 Nelineární kyvadlo, typ I 
 
Dalším příkladem ilustrujícím chaotické chování je nelineární kyvadlo obecnějšího 
charakteru. Jedná se o silně nelineární typ kyvadla s buzením a tlumením. Chování této 
soustavy není snadno předvídatelné a může být i velice komplikované. Základní pohybová 
rovnice je: 
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( ) 0sin)()()(2,0)( 33 =⋅Ω⋅−++− tAtttt ϕϕϕϕ &&&&      (24) 
 
počáteční podmínky: 
0)0(
1,0)0(
=
=
ϕ
ϕ
&  
konstantní parametry: 
[j] 1,1
[j] 3,0
=Ω
=A
 
integrační parametry: čas t [s] v intervalu 100,0 , počet bodů integrace n = 10000 
 
Časový průběh úhlu výchylky ϕ a úhlové rychlosti ω je uveden na obrázku (obr. 26, 
vlevo). Fázový portrét (obr. 26, vpravo) ve stavovém (fázovém) prostoru popisuje odtlumený 
a buzený systém s chaotickým chováním. Výsledkem je stabilní rovnovážný stav s 
vícenásobnými singulárními body typu nestabilní ohnisko. Výpočtem tabulky hodnot 
největšího Ljapunovského exponentu pro různé kombinace vnitřních parametrů systému lze 
zjistit, že jeho velikost dosahuje v daném podprostoru parametrů různých hodnot, obr. 27). 
Místa s kladnou nenulovou hodnotou v grafu vyjadřují vznik chaotického chování v závislosti 
na koeficientu amplitudy budící síly a budící úhlové frekvenci. Maximální hodnota největšího 
Ljapunovova exponentu je ve zkoumané oblasti λ = 0,1. Fázový portrét na obrázku níže (obr. 
28) vznikl modifikací vstupních parametrů, tak aby spadaly do oblasti s jiným největším 
Ljapunovským exponentem. 
 
 
 
Obr. 26: Časový průběh úhlu ϕ a úhlové rychlosti ω a fázový portrét rovinného 
 nelineárního kyvadla, typ I. 
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Obr. 27: Průběh největšího Ljapunovova exponentu λ [-] v závislosti na amplitudě A [j] 
 a úhlovém kmitočtu Ω [j] budící síly rovinného nelineárního kyvadla, typ I. 
 
 
Obr. 28: Fázový portrét rovinného nelineárního kyvadla, typ I, 
 při modifikaci vstupních parametrů. 
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3.2.5 Nelineární kyvadlo, typ II 
 
Jedná se opět o složitější typ kyvadla s buzením a tlumením. Chování této soustavy je 
velmi rozmanité a silně souvisí s hodnotami všech parametrů. Základní pohybová rovnice je: 
 
( ) 0sin)()( 3 =⋅Ω⋅−+ tAtt ϕϕ&&        (25) 
 
počáteční podmínky: 
0)0(
1,0)0(
=
=
ϕ
ϕ
&  
konstantní parametry: 
[j] 1
[j] 5,7
=Ω
=A
 
integrační parametry: čas t [s] v intervalu 100,0 , počet bodů integrace n = 10000 
 
Časový průběh (obr. 29, vlevo) úhlu výchylky ϕ a úhlové rychlosti ω vyjadřuje 
netlumený systém. Fázový portrét (obr. 29, vpravo) ve stavovém (fázovém) prostoru popisuje 
systém s chaotickým chováním. Pro zvyšující se konečný čas numerické integrace stavová 
trajektorie hustě zaplňuje podprostor stavového prostoru, což vede na zavedení fraktální 
metrické dimenze atraktoru. Výsledkem řešení je rovnovážný stav se vícenásobnými 
singulárními body typu ohnisko, největší Ljapunovský exponent dosahuje různých hodnot 
(obr. 30). Místa s kladnou nenulovou hodnotou v grafu vyjadřují vznik chaotického chování 
v závislosti na koeficientu amplitudy budící síly a budící úhlové frekvenci. Maximální 
hodnota největšího Ljapunovova exponentu je ve zkoumané oblasti λ = 0,12. 
 
 
Obr. 29: Časový průběh úhlu ϕ a úhlové rychlosti ω a fázový portrét rovinného 
 nelineárního kyvadla, typ II. 
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Obr. 30: Průběh největšího Ljapunovova exponentu λ [-] v závislosti na amplitudě A [j] 
 a úhlovém kmitočtu Ω [j] budící síly rovinného nelineárního kyvadla, typ II. 
 
3.2.6 Rovinné kyvadlo s vodorovně pohyblivým závěsem (Landauův 
vozík) 
 
Posledním uvedeným příkladem je rovinné kyvadlo s pohyblivým závěsem ve 
vodorovné ose. Pro tuto koncepci se ustálil pojem Landauův vozík (obr. 31) a k jeho popisu 
se využívají Lagrangeovy rovnice. Jedná se o jeden ze základních příkladů chaotického 
chování fyzikálně a principiálně jednoduchého nelineárního dynamického systému. Za 
zobecněné souřadnice je zvolena vodorovná poloha x(t) vozíčku a úhel ϕ(t) výchylky kyvadla. 
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0))(cos()())(sin()(
0))(sin()())(cos()()(
2
2
=⋅⋅⋅+⋅⋅⋅+⋅⋅
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počáteční podmínky: 
0)0(
0)0(
1,0)0(
=
=
=
x&&
&ϕ
ϕ
 
konstantní parametry: 
2-m.s 81,9
m 100
kg 10
kg 10
=
=
=
=
g
l
M
M
b
a
 
integrační parametry: čas t [s] v intervalu 1000,0 , počet bodů integrace n = 20000 
 
Obr. 31: Rovinné kyvadlo s pohyblivým závěsem. 
 
 
Obr. 32: Časový průběh úhlu ϕ(t), úhlové rychlosti ω(t) a posunutí vozíku x(t) 
 rovinného kyvadla s vodorovně pohyblivým závěsem. 
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Fázový portrét (obr. 33, časový průběh obr. 32) ve stavovém (fázovém) prostoru 
představuje část chaotického atraktoru, jehož geometrický tvar je velice variabilní. 
 
  
Obr. 33: Fázový portrét rovinného kyvadla  
s vodorovně pohyblivým závěsem. 
 
Pro popis vlastností a chování dynamických systémů se používá Poincarého zobrazení. 
Hodnotí se především vlastnosti periodické orbity, chování trajektorií v její blízkosti a 
používá se na analýzu stability periodických ustálených stavů s jejich bifurkacemi. [29] 
Poincarého mapa slouží především k zpřehlednění struktury atraktorů a převádí analýzu 
chování dynamického systému na diskrétní systém menší o jednu dimenzi. Poincarého mapa 
vzniká na rovině řezu (hyperplocha), kterou prochází jednotlivé trajektorie atraktoru. 
Průsečíky vytvářejí množinu bodů tvořící Poincarého mapu (obr. 34). Možnost kvalitativního 
hodnocení výše uvedeného by vyžadovalo hustší fázový portrét (než je uveden na obrázku), 
který by vznikl zkoumáním chování systému po delší časový úsek.  
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Obr. 34: Fázový portrét v trojrozměrném stavovém prostoru s Poincarého  
mapou definovanou implicitně danou rovinou. 
 
 
3.3 Modelování a simulace 
 
Model je reprezentace určitého objektu nebo systému, pojatá z určitého úhlu pohledu. 
Model je sestaven na základě doposud nashromážděných informací. Takový model by pak 
měl ověřit správnost doposud známých faktů, provádět předpovědi, umožnit verifikaci 
předpovědí. Základem pro většinu experimentů je model zkoumaného objektu a výstup z 
tohoto procesu je rozhodující pro úspěšné testování prototypů strojů. Modelování je tedy 
proces vytváření materiálního, abstraktního, informačního, grafického a matematického 
modelu. Modelování je nezbytná a neoddělitelná část všech vědeckých činností a vědních 
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oborů. [29] Můžeme využívat dvou základních přístupů k modelování spojitý a diskrétní 
model. 
Spojitý model, někdy též označován jako model analogový, patří ke klasickému 
modelování v technické praxi. Tyto modely jsou používány především na jednoduché a 
jednoduše popsatelné analogické procesy. Složité systémy jsou touto metodou řešitelné pouze 
s uvažováním zjednodušujících předpokladů nebo dokonce nejsou řešitelné vůbec. Je-li 
zapotřebí využít spojitého řešení, tak se převážně řeší pouze dílčí podsystémy. Zpravidla se 
jedná o prvky, jejichž vlastnost, například hmotnost, je spojitě rozložena a významně 
ovlivňuje celý systém. [29] 
Diskrétní modely představují nejčastější pojetí reality v počítačovém prostředí. Jedná 
se o rozložení modelovaného reálného systému do více podsystémů o daných vlastnostech – 
diskretizace. Dokonce i spojité systémy se nejčastěji řeší pomocí diskretizace. Diskrétní 
dynamické modely systémů jsou vytvářeny v případě, pokud cílem virtuálního experimentu je 
zjištění vnějších sil působících na soustavu jako celek více dílčích těles. Na diskretizaci je 
např. postavená analýza metodou konečných prvků (MKP; Finite Element Method – FEM) 
stejně jako celá řada dalších simulačních přístupů včetně Discrete Element Method – DEM, 
Multibody System – MBS (obr. 35 a 37). Výsledky diskrétních modelů jsou přirozeně rovněž 
diskrétní a při požadavku spojitého výsledku se provádí různě sofistikované matematické 
úpravy výsledků. 
 
 
Obr. 35: Rovinné kyvadlo v MSC.ADAMS. 
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Simulaci lze využít také k modelování kyvadel. Programy využívající Multibody 
systém (MBS) mají obecně problém s modelování lan. Tento problém lze obejít modelováním 
lana po částech podobně jako řetěz. Jedná se o zjednodušení, které může výrazně ovlivnit 
výsledek. Záleží však na druhu očekávaného výsledku, kvůli kterému je simulační experiment 
prováděn. Možnosti simulačního prostředí byly vyzkoušeny na dvou základních typech 
kyvadel, která již byla v práci zmíněna v programovém prostředí MSC.ADAMS. První 
simulační experiment je prováděn na modelu rovinného kyvadla s pevným závěsem (obr. 35). 
Jedná se o dvě pevná tělesa spojená pevnou vazbou B. Kyvadlo je spojeno se základním 
tělesem vazbou A s povolenou rotací v jedné ose. Hmotnost těles je volena s ohledem na 
polohu těžiště kyvadla. Hmotnost tělesa 2 je 6,033 kg a hmotnost tyče závěsu 1 je v řádech 
stovek gramů (0,270 kg). Poměr hmotností obou těles odpovídá reálnému experimentu, který 
je prováděn na laboratorním modelu. Hmotnosti těles jsou voleny tak, aby se jednalo přibližně 
o kyvadlo matematické. Na kyvadlo působí pouze tíhové zrychlení ve svislé ose a ostatní 
vlivy prostředí nejsou uvažovány. Kyvadlo je rozkýváno pomocí počáteční výchylky od svislé 
osy. Na kyvadlo působí tlumení v podobě čepového tření v závěsu kyvadla. Velikost 
koeficientu tlumení je odhadnuta a volena s ohledem na použité materiály kontaktních ploch 
čepu a ložiska. Vliv tlumení je patrný také na grafu níže (obr. 36), který zobrazuje závislost 
velikosti úhlu výchylky na čase od počátku kývání až do ustálení.  
 
 
Obr. 36: Rovinné kyvadlo v MSC.ADAMS – záznam velikosti úhlu výchylky na čase. 
 
Druhý simulační experiment se týká prostorového (sférického) kyvadla (obr. 37). 
Kyvadlo podobně jako v předchozím případě tvoří dvě tělesa spojená pevnou vazbou. 
Hmotnost těles je volena s ohledem na polohu těžiště kyvadla. Hmotnost tělesa 2 je 5,023 kg 
a hmotnost tyče závěsu 1 je v řádech gramů (0,003 kg). Jedná se tedy opět přibližně o kyvadlo 
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matematické. Celé kyvadlo je potom připojené k základnímu tělesu pomocí vazby, která má 
povolené rotace kolem horizontálních os. Torzní kmity jsou omezeny vazbou zamezující 
rotaci kolem vertikální osy. Obě tělesa jsou dokonale tuhá. Na kyvadlo působí tíhové 
zrychlení a ostatní vlivy okolního prostředí nejsou uvažovány. Kyvadlo je rozkýváno pomocí 
počáteční výchylky a jednorázové síly. Síla působí na těžiště kyvadla a vychyluje kyvadlo tak, 
aby docházelo ke krouživému pohybu kolem svislé osy. V opačném případě by se kyvadlo 
pohybovalo v rovině, která by byla tvořena těžištěm tělesa 2 a svislicí vycházející z vazby A 
na základní těleso. Tento pohyb potom nejlépe popisují grafy (obr. 38 a 39) zobrazující 
polohu těžiště kyvadla. 
 
 
Obr. 37: Prostorové kyvadlo v MSC.ADAMS. 
 
Oba modely jsou základní ilustrací možnosti simulace kyvadel v programovém 
prostředí. Tyto modely jsou však součástí idealizovaného experimentu, který nemůže vyjádřit 
složitost tohoto a jiných podobných systémů. Už z těchto základních modelů je patrné, jak 
složité je nastavení všech parametrů modelu. Pouhé nastavení velikosti tlumení by 
vyžadovalo zjistit hodnotu tlumícího koeficientu pomocí samostatného experimentu na 
reálných součástech. Dále je experiment omezen skutečností, že nelze věrně simulovat lano, 
jako těleso se složitými vlastnostmi nehomogenního tělesa. Závěrem této části tedy je, že 
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simulační počítačový experiment a jeho výsledky jsou zásadně závislé na znalosti všech 
parametrů a vlastností použitých prvků. Záleží tedy na požadované přesnosti výsledku, kvůli 
kterému experiment provádíme. Jsou aplikace, kde se tyto experimenty uplatní a vykazují 
vynikající výsledky. Avšak pro oblast zájmu této práce lze výsledky z počítačových simulací 
považovat za nedostatečné. 
 
 
Obr. 38: Prostorové kyvadlo v MSC.ADAMS – záznam velikosti  
výchylky těžiště kyvadla od svislé osy na čase. 
 
 
Obr. 39: Prostorové kyvadlo v MSC.ADAMS – pohled na těžiště kyvadla shora. 
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4. Snímače na jeřábech a manipulátorech 
 
Snímače je možné rozdělit podle různých kritérií – charakteristických vlastností (obr. 
40, 41 a 42). Základními vlastnostmi snímačů jsou především jejich aplikace, ke které je 
snímač určen, či měřící fyzikální princip, způsob vyhodnocení, atp.  
 
4.1 Rozdělení snímačů podle použití na jeřábech a manipulátorech 
 
 
 
Obr. 40: Snímače vlastního stavu konstrukce a pracovních částí. 
 
Snímače vlastního stavu 
konstrukce a pracovních 
částí 
Stav nosné konstrukce 
‐ tenzometry 
‐ snímače vibrací 
Poloha pracovních částí 
‐ magnetické snímače polohy 
‐ indukční snímače polohy 
‐ optoelektronické snímače (lasery, 
infračervené světlo) 
Vzdálenost od překážky 
‐ optoelektronické snímače 
(lasery, infračervené světlo) 
Stav provozních medií 
‐ snímače teploty 
‐ snímače výšky hladiny 
‐ snímač čistoty media 
Snímače otáček 
‐ optoelektronické snímače 
‐ magnetické snímače polohy 
‐ indukční snímače polohy 
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Obr. 41: Snímače vlastního stavu nákladu. 
 
 
Obr. 42: Snímače okolí. 
 
Snímače vlastního stavu lze rozdělit na snímače indikující stav vlastní konstrukce a 
jiných pracovních částí a snímače stavu nákladu. Vlastním stavem nosné konstrukce 
rozumíme především napjatost v konstrukci a deformace vyvolané vlastní tíhou a hmotností 
břemene. Ke snímání velikosti deformací a následnému výpočtu napjatosti používáme 
především odporové tenzometry. Nebezpečné pro provoz manipulačních zařízení mohou být 
také vibrace, které mohou konstrukci dynamicky namáhat a nejen v oblasti vlastních kmitů 
mohou způsobit nevratné poškození. Vibrace lze měřit pomocí snímačů vibrací založených na 
různých fyzikálních základech (indukční, kapacitní atd.). Pro provoz v poloautomatickém 
nebo automatickém režimu jsou nezbytnými údaji poloha pracovních částí a s tím souvisící 
vzdálenost od překážky. Toto je možné realizovat několika různými způsoby a pojednává o 
tom samostatná kapitola 4.3 Snímače polohy a vzdálenosti. Dalšími snímači jsou potom 
Snímače okolí  Hlídaní pracovního prostoru 
‐ kamery 
‐ termokamery 
Vzdálenost od překážky 
‐ optoelektronické snímače 
(lasery, infračervené světlo) 
‐ 3D kamery 
‐ snímač přítomnosti el. vedení 
Meteorologické přístroje 
‐ snímače teploty 
‐ snímače síly a směru vetru 
‐ snímač vlhkosti vzduchu 
Snímače vlastního stavu 
nákladu 
Hmotnost 
‐ váhy (tenzometry)
Kinematika a dynamika břemene 
‐ snímače zrychlení (kapacitní) 
Poloha a orientace břemene 
‐ obrazové snímače – kamery 
‐ snímače úhlového natočení 
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senzory informující o stavu provozních kapalin, např. teploty, výšky hladiny a dále snímače 
ostatních pro provoz důležitých veličin, např. otáček elektromotoru. 
Snímače stavu nákladu jsou nezbytné nejen pro automatizovaný provoz. Informují 
obsluhu o případných nepříznivých stavech. Dnes již standardním zařízením je vážící systém, 
který každé zdvihané břemeno zváží a zamezí tak přetížení stroje. Dalšími důležitými 
informacemi mohou být ty o kinematice a dynamice břemene, poloze a orientaci. To je možné 
zajistit pomocí snímačů zrychlení, které počítač pomocí vhodného algoritmu vyhodnotí a 
podá obsluze výsledné hodnoty. Dále je možné tyto informace vyhodnotit pomocí 
kamerového systému. Pomocí vhodného algoritmu je možné informace získat na základě 
snímaných obrazových dat. 
Třetí zde zmiňovanou oblastí je okolí pracovního stroje (manipulátoru – jeřábu). Okolí 
jeřábu i mimo pracovní prostor může mít zásadní vliv na práci, pracovní podmínky a 
bezpečnost práce. Prvním problémem bývá pohyb ostatních pracovních strojů nebo lidí jak 
v pracovním prostoru, tak mimo něj. Řešení tohoto problému může být realizováno pomocí 
kamerových systémů pracujících v normálním, nebo například v infračerveném světle. 
Nedílnou součástí jeřábů a manipulátorů pracujících ve venkovním prostředí bývají přístroje 
zjišťující aktuální stav počasí. Patří k nim především snímače směru a síly větru, jehož účinky 
mohou mít zásadní vliv na manipulaci s břemeny ve venkovním prostředí. Dále to jsou 
senzory teploty a vlhkosti vzduchu. Nezanedbatelnou úlohu zde hrají také modelové 
předpovědi vývoje počasí. Což umožňuje obsluze bezpečně se připravit na nepříznivé 
podmínky pro práci.  
 
4.2 Snímače translačního zrychlení a úhlové rychlosti 
 
Jedním z cílů práce je ověřit možnosti použití snímačů pro identifikaci vlastního stavu 
stroje. Snímače translačního zrychlení a úhlové rychlosti založené na technologii MEMS jsou 
vybrány pro svoje přednosti, které jsou uvedeny níže. Tyto snímače jsou využívány na 
laboratorním modelu mostového jeřábu, který je umístěn na Ústavu automobilního a 
dopravního inženýrství (viz kapitola 5.1).  
Přesto, že technologie MEMS (Micro-Electro-Mechanical Systems) je dostupná již 
několik let a používá se hojně v elektrotechnice, není ještě příliš rozšířena ve strojírenských 
aplikacích. Mikro-elektro-mechanické systémy jsou založeny na miniaturních mechanických 
systémech pružin a hmot, kdy jsou změny v tomto systému snímány elektronicky, např. 
elektromagnetickou indukcí nebo měřením kapacity. Na obrázku (obr. 43) vpravo je 
zobrazena struktura tříosého snímače zrychlení založeného na této technologii a vlevo je 
zobrazen princip snímání kapacity. Pod tímto obrázkem je schématicky znázorněn princip 
funkce MEMS gyroskopu (obr. 44). 
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Obr. 43: Snímač zrychlení MEMS [34]. 
 
 
Obr. 44: Schematický princip MEMS gyroskopu [74]. 
 
Akcelerometry a gyroskopy, jak se snímače zrychlení a úhlové rychlosti nazývají, mají 
mnoho možností použití. Využívají se zejména na měření sklonu nebo naklonění ploch a 
předmětů, monitorování nárazů a vibrací, měření zrychlení příp. brzdění a dále např. pro 
měření seismické aktivity. Princip zobrazeného akcelerometru a gyroskopu je založen na 
proměnné kapacitě tříelektrodového vzduchového kondenzátoru. Nosníková struktura a 
pružiny jsou vyráběny leptáním polykrystalického křemíku (polysilicon). Dnes výrobci 
vyrábějí akcelerometry s integrovanými gyroskopy měřící jednu, dvě nebo všechny tři osy 
XYZ, tzv. 6D MEMS, a vyrábějí se ve variantě s analogovým nebo digitálním výstupem. 
Další možností je přepínat rozsah snímače (obvykle 1g – 16g). Velkými přednostmi těchto 
snímačů jsou především: 
? malá velikost 
? nízká spotřeba elektrické energie 
? dostatečná přesnost a citlivost pro většinu aplikací v automatizaci 
? v neposlední řadě pořizovací cena. 
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4.3 Snímače polohy a vzdálenosti 
 
Dalšími vybranými senzory jsou lineární snímače polohy a vzdálenosti, které jsou 
určeny také k zjištění vlastního stavu stroje. Tyto snímače jsou zde popsány z důvodu možné 
aplikace na již zmiňovaný laboratorní model mostového jeřábu v laboratoři Ústavu 
automobilního a dopravního inženýrství.  
Snímače polohy a vzdálenosti jsou založeny na různých fyzikálních principech. Zde 
popsané snímače jsou (vyjma lankového snímače) elektricky a mechanicky bezkontaktní. 
Další charakteristickou vlastností je rozdíl v principu zjišťování vlastní polohy. Poloha je 
zjišťována inkrementálně nebo absolutně. Inkrementální (přírůstkový) snímač musí vždy při 
vypnutí stroje nebo při absenci paměťového zařízení začít měření od nulového bodu, který je 
určen např. jednou z koncových poloh stroje. Oproti tomu absolutní snímač je schopen svoji 
polohu určit ve svém aktuálním stavu. 
 
Lineární induktivní snímač využívá principu vzájemné indukce pásového měřítka a 
jezdce. Obě části jsou tvořeny ocelovou planžetou, na které je nanesena izolační vrstva s 
obrazcem plošného meandru. Meandr měřítka je napájen sinusovým signálem. Signál 
indukovaný v meandru jezdce nese informaci o poloze. Tento signál je dále zpracováván a 
zobrazován indikátorem polohy. 
Elektromechanický lankový snímač měří lineární pohyb měřeného objektu pomocí 
pleteného lanka z nerezových drátků, které je navíjeno na bubínek pomocí pružinového 
motoru. Navíjecí bubínek je axiálně propojen s víceotáčkovým potenciometrem nebo 
inkrementálním popřípadě absolutním enkodérem. Lineární pohyb měřeného objektu je 
transformován na rotační pohyb a ten je přeměněn na změnu odporu nebo na počet impulsů. 
Lineární magnetický snímač snímá magnetické značky na ocelovém jádru, které je 
uvnitř plastového pásku. 
Optoelektronické laserové senzory vzdálenosti pracují na principu měření doby letu 
světla a jsou koncipovány pro bezdotykové měření vzdálenosti. Při tomto principu je vyslán 
laserový puls a měřena doba, než se odražený puls vrátí do přijímací optiky senzoru. Na 
základě rychlosti světla a změřeného času je možné vypočítat vzdálenost. Podle měřené 
vzdálenosti pracují senzory proti difúzně odrazivým plochám nebo proti speciálním 
odrazivým tabulím.  
Optoelektronický infračervený snímač polohy je součástí pozičního kódovacího 
systému a skládá se ze dvou hlavních částí: kódovací páska, která nese informaci pro 
absolutní kódování, a čtecí hlava, která čte tyto informace s využitím infračerveného světla.  
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5. Experimentální pracoviště 
 
K verifikaci výpočtových modelů a simulací slouží mimo jiné laboratorní 
experimenty. Při vhodné stavbě laboratorní modely odpovídají více skutečným soustavám než 
modely počítačové. Je tomu tak především, protože při počítačovém modelování dochází 
k mnoha zjednodušením a zanedbáním důležitých vnitřních a vnějších účinků a parametrů. 
Počítačové modelování je závislé na počtu vstupních parametrů. Částečně lze těmto 
problémům předejít důkladným připravením detailního laboratorního modelu nebo 
opakováním simulace s využitím statistických metod. Laboratorní experimenty je ve většině 
případů nutné opět verifikovat na skutečných průmyslových aplikacích. Výhodou verifikace 
počítačové simulace pomocí laboratorních modelů je možnost opakování experimentu, než je 
tomu při verifikaci na skutečných často rozměrných soustavách, kdy opakování experimentu 
je často velmi nákladné. 
Za účelem ověření možnosti použití snímačů bylo postaveno laboratorní zařízení na 
provádění experimentů. Laboratorní zařízení odpovídá zmenšenému modelu mostového 
jeřábu a umožňuje všechny jeho pohyby. Pomocí krokových motorů je možné s břemenem 
manipulovat ve třech osách (pojezd mostu, pojezd kočky a zdvih břemene). 
5.1 Měřící laboratorní pracoviště 
 
Základem laboratorního pracoviště (příloha 1) je rám (obr. 45, žlutou barvou), který je 
tvořen tenkostěnnými ocelovými profily Jäkl o rozměrech 50 x 50 x 2 mm. Celý rám zaujímá 
prostor velikosti 2000 x 2000 x 3000 mm. Rám byl z důvodu zvýšení tuhosti doplněn 
křížovými lankovými výztuhami. Delší strana rámu je nahoře osazena pojezdovými 
kolejnicemi pro jeřábový most. Délka kolejnic přesahuje rám z důvodu maximálního využití 
vnitřního pracovního prostoru. Souběžně s levou a pravou kolejnicí je veden plastový 
ozubený hřeben, do kterého zabírají dva pastorky pohonu mostu. Duplicita pastorků brání 
příčení mostu. Konce jeřábové dráhy jsou opatřeny indukčními snímači polohy a slouží jako 
koncové spínače. V případě poruchy těchto snímačů jsou na konci dráhy pevné dorazy. 
Jeřábový most (mostovku) tvoří dva hliníkové nosníky 50x50L od firmy Bosch-
Rexroth [75]. Dvounosníková mostovka je uložena na dvou příčnících. Součástí příčníků jsou 
pojezdová kola. Pohon pojezdu mostu je řešen krokovým elektromotorem (Mk = 6 N.m) 
pomocí dvou pastorků, zabírajících do plastového hřebenu podél pojezdových kolejnic. Na 
řídící jednotku jsou kromě krokového elektromotoru pohánějícího most napojeny také 
koncové snímače, které v případě chybného programu, zastaví pojezd mostu v koncové 
poloze. Součástí mostu je ozubený hřeben k pohonu kočky a indukční koncové snímače 
v koncových polohách kočky.  
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Základní částí kočky laboratorního jeřábu je hliníková deska o síle 10 mm, která je ze 
spodní části osazena dvěmi hliníkovými nosníky. Na tyto nosníky jsou uchycena pojezdová 
kola. Pohon kočky je zajištěn krokovým motorem (Mk = 4 N.m), který je uložen svisle na 
základové desce a na výstupní hřídel motoru je pomocí spojky připojen pastorek. Pastorek 
zabírá do ozubeného hřebenu vedeného na jednom z nosníků mostu. Kočka je osazena 
zdvihovým ústrojím.  
Zdvihové ústrojí se skládá z lanového bubnu, krokového elektromotoru (Mk = 6 N.m), 
spojky, brzdy, lana a kladnice. Krokový elektromotor zajišťuje zdvih břemene a současně 
díky své základní vlastnosti vykonává funkci provozní brzdy. Pokud dojde k vypnutí elektřiny 
nebo při odstavení jeřábu, uvede se automaticky v činnost zajišťovací brzda (břemeno tedy 
nemůže samovolně spadnout). Pružnou spojkou je připojen na výstupní hřídel elektromotoru 
hladký lanový buben o průměru 70 mm. Ocelové lanko šestipramenné o průměru 2 mm je 
z bubnu vedeno přes kladnici a uchyceno na základové desce. Zdvihové ústrojí a maximální 
kroutící moment elektromotoru umožňuje uspořádání s lanovým převodem i = 1 nebo i = 2 
s maximálním zatížením břemenem o hmotnosti mB = 10 kg.  
 
 
Obr. 45: Laboratorní pracoviště – 4D overhead CRANE. 
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Každý třífázový krokový elektromotor je samostatně řízen pomocí řídící jednotky. 
Řídící jednotka je připojena pomocí převodníku RS-485 k řídícímu počítači. Elektrická a 
řídící část je umístěna v řídícím stolku, kde je také rozvaděč a ostatní elektrické prvky. Na 
řízení pohybů jsou k dispozici dva programy. První robustnější program LexiumCT (čelní 
panel viz příloha 2) byl dodán spolu s elektromotory. Dále byl na ovládání vytvořen 
jednodušší a praktičtější program Crane Simulation ver.2.0 (čelní panel viz příloha 3). 
 
5.2 Snímače příčného zrychlení 3D MEMS 
 
Na měření byly nejprve pořízeny tříosé kapacitní snímače zrychlení ZSTAR3 od firmy 
Freescale semiconductor. Jedná se o vývojový kit, který je určen na ověření vlastností těchto 
čipů a ověření funkčnosti snímače v dané aplikaci. Snímač je založen na čipu MMA7455L 
s digitálním výstupem. Velikost samotného čipu je 3 mm x 5 mm x 1 mm a snímá zrychlení 
ve třech osách (XYZ) s přepínatelným rozsahem (2g, 4g, 8g). Čip snímače je osazen na 
snímací desce (ZSTAR3 Sensor Board, průměr desky 35 mm) společně s dalšími 
elektronickými prvky (obr. 46).  
Data jsou zpracována a odeslána pomocí bezdrátové komunikační technologie ZigBee 
(standard IEEE 802.15.4, 2,4 GHz) do přijímacího USB modulu (ZSTAR USB Stick), kdy 
maximální vyzkoušený dosah je přibližně 15 m při přímé viditelnosti a absenci velkých 
rušivých kovových předmětů v okolí. Na jeden přijímací modul lze připojit až 16 senzorů 
zrychlení. Data mohou být zpracována pomocí přiloženého softwaru (ZSTAR GUI) nebo 
v našem případě byla zpracována pomocí programu LabView (čelní panel a blokový diagram 
viz příloha 4). 
 
 
Obr. 46: Snímací deska a USB modul. [36] 
Vývoj nové koncepce autonomních manipulátorů 
Ing. Martin Kubín 
 
- 54 - 
 
Tyto snímače se však neosvědčily a pro tuto aplikaci nejsou vhodné. Jejich nevýhoda 
je především ve firmware, který je v snímači nahrán. Program klade maximální nároky na 
řízení spotřeby elektrické energie tak, aby baterie vydržela co nejdéle. Snížení spotřeby je 
v tomto případě dosaženo změnou vzorkovací frekvence v závislosti na velikosti amplitudy 
snímaných dat.  
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Obr. 47: Záznam zrychlení v ose Z, aproximace funkcí sinus[36] 
 
To znamená, že v případě, kdy probíhá pohyb měřeného objektu pozvolna bez velkých 
změn rychlosti (zrychlení je malé), dochází ke snížení vzorkovací frekvence. Sesbíraná data je 
potom nutné proložit aproximační (případně interpolační) křivkou a převzorkovat. Jinak je 
není možné dále integrovat a zjistit tak rychlost a polohu měřeného objektu. Na obrázku (obr. 
47) je ukázka záznamu měření s aproximační sinusovou funkcí. Jedná se rovinné kyvadlo, kde 
je funkční závislost předem známa. V případě složitějšího pohybu v prostoru je však takto 
nepřesné řešení nedostatečné. 
 
5.3 Snímače příčného zrychlení a úhlové rychlosti 6D MEMS 
 
Měření je realizováno pomocí šestiosých snímačů zrychlení a úhlové rychlosti od 
firmy ORFANIC Telemetry System s.r.o. Snímače byly firmou vyvíjeny speciálně pro tuto 
aplikaci a jejich vývoj ještě nebyl úplně ukončen. V současné době se pracuje především na 
verifikaci snímaných dat, což řeší také tato práce. Byl použit šestiosý kapacitní snímač 
s označením MPU-6000 s velikostí čipu 4x4x0,9 mm (obr. 49) od firmy InvenSense. Jedná se 
o tříosý MEMS akcelerometr a tříosý MEMS gyroskop se zabudovaným čidlem pro měření 
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teploty. Gyroskop je plně programovatelný s úplnou škálou stupňů ±250, ±500, ±1000, ±2000 
°/s s 16 bitovým A/D převodníkem. Akcelerometr je také plně programovatelný ve škále ±2 g, 
±4 g, ±8 g, ±16 g také s 16 bitovým A/D převodníkem. Snímač je osazen na desce, která je 
součástí snímacího modulu (obr. 48). Data jsou do počítače přenášena pomocí ethernetového 
kabelu nebo je možné data zaznamenat na mikroSD kartu. Data by u dalšího prototypu 
snímače mělo být možné posílat po bezdrátové síti. 
 
 
Obr. 48: Snímač Orfanic - 6os. 
 
 
Obr. 49: 3D MEMS Gyroskop a akcelerometr [72]. 
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6. Experimentální měření – metodika 
 
Jedním z cílů této práce je ověřit možnost použití kapacitních snímačů translačního 
zrychlení a úhlové rychlosti natočení. Vzhledem k tomu bylo třeba provést experimenty, 
jejichž výsledky by tuto možnost potvrdily nebo vyvrátily. Výsledky experimentu mohou tedy 
přispět k novému řešení dynamiky břemene jeřábu a případně jiných manipulátorů 
využívajících břemene zavěšeného na lanovém závěsu. Experimenty byly prováděny na 
laboratorním pracovišti popsaném výše (kap. 5.1). Automatizace jeřábové techniky je závislá 
na precizní znalosti vlastního stavu, stavu břemene a na znalosti okolních vlivů. Základním 
problémem může být neznalost stavu břemene, zejména jeho polohy při přepravě a orientaci 
po přemístění. Tento problém by mohl vyřešit senzor schopný tato data zaznamenat a přenést 
do řídící jednotky k dalšímu vyhodnocení. Jak již je uvedeno výše cílem experimentu je 
ověřit, jestli tento senzor je schopen tato data zaznamenat s dostatečnou přesností. 
Metodika experimentu je dána cíly, které jsou stanoveny výše. Vzhledem 
k materiálnímu zabezpečení experimentu bylo nejdříve na základě tohoto požadavku 
sestaveno laboratorní pracoviště. Souběžně byl zadán požadavek na výrobu prototypu 
měřícího snímače, který by mohl snímat data z měření. Snímač byl sestaven konkrétně pro 
experimentální měření tohoto typu, proto nebyl problém nadefinovat typ výstupu atp. Dále 
byl sestaven scénář jednotlivých měření. Měření je rozděleno do několika samostatných úloh. 
Především proto, aby bylo možné postupně verifikovat jednotlivé postupy a výsledky 
z měření. Verifikace výsledků měření vychází z postupné úrovně složitosti zkoumaného 
chování břemene laboratorního jeřábu. Základní úroveň reprezentuje dvourozměrné kyvadlo 
(matematické kyvadlo) na pevném závěsu, jehož chování je vzhledem k základním znalostem 
o tomto chování jednoduše předvídatelné. Následuje složitější typ kyvadla prostorového 
(sférického) a kyvadla zavěšeného na pohyblivém závěsu. Posledním typem je obecné 
chování břemene zavěšeného na kladnici laboratorního jeřábu, které simuluje skutečné 
chování jeřábů v průmyslové praxi. 
 
6.1 Snímaná data  
 
Přímým výstupem z měření je bajtový (byte) soubor (obr. 50), který bylo následně 
potřeba zpracovat do vypovídající podoby. Vzhledem k tomu, že snímač byl vyvíjen přímo 
pro tuto aplikaci, bylo možné si výsledný soubor upravit podle konkrétních potřeb. Na 
vyhodnocení dat byl použit program Matlab. Jednotlivé bajty jsou od sebe odděleny 
středníkem a v záznamu tak tvoří sloupce. Každý řádek reprezentuje jedno měření v konkrétní 
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čas. Snímána jsou v tento okamžik data ze všech subsnímačů2. Význam sloupců je přehledně 
uveden na obrázku níže (obr. 51). První sloupec (nabývající hodnot 0 - False a 1 -True) 
informuje o výsledku kontrolního součtu. Poslední dva sloupce záznamu se týkají kontrolních 
údajů o přenosu dat představující kontrolní součet (SUM1 a SUM2). Sloupce SYNC1 a 
SYNC2 slouží ke konfiguraci snímače. Další čtyři sloupce (32 bitů) znamenají adresu 
zařízení, která je pro každé zařízení jedinečná a je nastavena již z výroby čipu. Osmý a devátý 
sloupec určují délku zaznamenávaných dat (PAYLOAD Length = 21 Bytes).  
 
 
Obr. 50: Ukázka bajtového záznamu z měření. 
 
Význam sloupců samotných dat z měření je vysvětlen v tab. 2 (Payload Structure). 
První dva sloupce (MSG_TYPE a MSG_SUBT) slouží ke konfiguraci snímače a určují typ 
dat (nastavení formátu měřených dat a času), které jsou ze snímače posílány zpět. Následující 
čtyři sloupce slouží k zaznamenání času (vzorkovací frekvence fv = 10 ms), který se načítá od 
spuštění snímače. Dále je po dvou sloupcích (2 bajty) uvedeno přímočaré zrychlení v osách 
X, Y a Z. Následují data úhlové rychlosti ve všech osách X, Y a Z a teplota snímače. Teplota 
slouží ke kontrole správnosti funkce snímače, který je kalibrován na určitý rozsah teplot. 
Poslední sloupec bloku Payload je využíván pro tzv. Flag word. Poslední dva sloupce v řádku 
jsou vysvětleny výše a slouží ke kontrole zapsaných dat z hlediska kompletnosti.  
 
 
Obr. 51: Význam řádku snímaných dat. 
                                                 
2 Subsnímačem rozumíme měření jednotlivých os, které potom tvoří celek čipu snímače 6DMEMS – čip 
snímače tedy obsahuje 6 subsnímačů (+ snímač teploty). 
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Tab. 2: Význam snímaných dat Payload Structure. 
Message NAV – INERTIALSENSRAW - 0x05 0x02 
Description Time and Date - UTC 
Total Msg Length 26 Bytes 
Payload Length 16 Bytes 
Confirmation No 
Period   
Payload Content: 
Byte 
Offset Var Type  Name Unit  Description 
0 u8 NAV - Msg_type 
1 u8 TIMEDATE - Msg_subtype 
2 u32 TIMESTAMP ms Timestamp (miliseconds from device boot up) 
6 u16 ACCEL1XRAW - Acceleration X, RAW data, sensor 1 
8 u16 ACCEL1YRAW - Acceleration Y, RAW data, sensor 1 
10 u16 ACCEL1ZRAW - Acceleration Z, RAW data, sensor 1 
12 u16 GYRO1XRAW - Angular rate X, RAW data, sensor 1 
14 u16 GYRO1YRAW - Angular rate Y, RAW data, sensor 1 
16 u16 GYRO1ZRAW - Angular rate Z, RAW data, sensor 1 
18 u16 TEMP1S - Temperature, RAW data, sensor 1 
20 bitfield FL - Flags 
 
6.2 Kalibrace snímače 
 
Výsledný signál ze snímače je posunut v ose hodnot snímaných dat (osa Y), obr. 52. 
Kalibrace byla provedena posunutím střední hodnoty signálu na nulovou osu (+ offset). 
Střední hodnota byla vypočítána obyčejným aritmetickým průměrem ze všech hodnot. 
Hodnoty pro kalibraci byly získány kalibračním měřením, které využívá jednoduché 
vlastnosti snímače. Snímač je schopen měřit tíhové zrychlení Země. Postupným otáčením 
snímače tedy dostaneme kalibrační (nulová) data pro všechny snímané osy včetně rotace 
kolem těchto os.  
 
Obr. 52: Filtrovaná snímaná data před kalibrací. 
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6.3 Filtrace signálu 
 
Vzhledem k tomu, že snímaný signál obsahuje šum a jiné pro toto měření nepodstatné 
vyšší frekvence, bylo potřeba použít filtr signálu. Signál je filtrován jednoduchým digitálním 
filtrem, který využívá plovoucího průměru. Plovoucí průměr je aritmetický průměr z několika 
posledních nebo předchozích hodnot. Posledních hodnot je využíváno při vyhodnocování 
signálu v reálném čase, kdy předchozí hodnoty nemáme k dispozici. Při vyhodnocení dat 
v post-processingu je možné využít hodnoty předcházející nebo případně kombinaci. Počet 
hodnot (velikost časového okna) ovlivňuje kvalitu získaného signálu, a proto byly zvoleny u 
jednotlivých měření různé velikosti oken. Vzhledem k poměrně velké vzorkovací frekvenci 
vůči frekvenci snímaného signálu je možné využít okno o velikosti n = 30 až 50 hodnot. Jak 
dokazuje výřez měřené oblasti s filtrovaným signálem (obr. 53 a 54), kde je použito okno 
velikosti n = 50, je možné konstatovat, že filtrovaný signál je zkreslen s minimální chybou ve 
svislé ose (amplituda signálu). Nevýhodou použití tohoto filtru je posun signálu v časové ose. 
Tato nepřesnost je odstraněna použitím stejné velikosti okna pro všechna snímaná data 
z jednoho měření. Podle použití časového okna před nebo za filtrovanou hodnotou je signál 
posunut dozadu nebo dopředu v časové ose. 
 
 
 
Obr. 53: Ukázka filtrované oblasti. 
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Obr. 54: Ukázka použití filtru na vybrané měření. 
 
6.4 Přibližný výpočet určitého integrálu 
 
Přestože je součástí programu MATLAB modul (příkaz) na numerickou integraci 
pomocí lichoběžníkového pravidla. Byl vytvořen vlastní program na numerickou integraci, 
jehož postup výpočtu lze snáze kontrolovat. Snímaná data nelze vyjádřit pomocí elementární 
funkce a je proto nezbytné v tomto případě přistoupit k použití přibližného výpočtu určitých 
integrálů pomocí tzv. kvadraturních vzorců [53]. Kvadraturním vzorcem se podle Rektoryse 
rozumí aproximace určitého integrálu 
∫= b
a
dxxffI )()(          (27) 
lineární kombinací 
∑
=
+ =
n
j
jjn afHfI
0
1 )()(         (28) 
funkčních hodnot integrované funkce. Funkční hodnoty jsou v tomto případě 
pokládány za dostupné veličiny. Čísla aj, o nichž lze předpokládat, že leží v intervalu ba, , 
jsou nazývány uzly kvadraturního vzorce a čísla Hj jsou jeho koeficienty. Řádem 
kvadraturního vzorce je číslo m. 
 
 
Obr. 55: Lichoběžníkové pravidlo. [4] 
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Data ze záznamu jsou integrována pomocí Lichoběžníkového pravidla (obr. 55). 
Lichoběžníkové pravidlo je složený kvadraturní vzorec, který vznikl tak, že se daný interval 
ba,  rozdělí na m podintervalů, pak se použije na každý podinterval kvadraturní vzorec 
Newtonův-Cotesův nižšího řádu (n = 1) a výsledky se sečtou. Podle formule 
)()(
2
1)(...)()(
2
1)( 110 fEafafafafhdxxf mm
b
a
+⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛ ++++= −∫    (29) 
kde 
m
abh −= , jhaa j += , mj ,...,0= , )(12)(
2 ηfhabfE ′′−−= . 
 
6.5 Transformace souřadnic 
 
Každé těleso je v prostoru definováno 6 stupni volnosti. Pro popis břemene jeřábu je 
potřeba pohlížet na úlohu jako na prostorový problém. Umístění tělesa v prostoru je dáno 
polohou – translací těžiště tělesa (tři stupně volnosti) a dále orientací – natočení tělesa kolem 
těžiště (tři stupně volnosti). Definice polohy pomocí souřadnic X, Y a Z je vcelku zřejmá. 
Naproti tomu orientace – natočení tělesa je komplikovanější. [16] 
 
6.5.1 Transformace souřadnic v rovině a prostoru 
 
V praxi se často setkáváme se souřadnicovými systémy, jejichž počátky a průběhy os 
jsou vůči sobě posunuty a jejichž osy jsou vzájemně pootočeny. Převodové vztahy mezi 
souřadnicemi bodu a dalších veličin jsou známé. Nejdříve se soustředíme na rovinný případ. 
Uvažujeme dva souřadnicové systémy a (x1, y1) a b (x2, y2), kde známe polohu bodu M (obr. 
56) v prvním souřadnicovém systému a potřebujeme zjistit polohu tohoto bodu v druhém 
souřadnicovém systému. Oba systémy jsou vůči sobě pootočeny a posunuty. Podle Grepla 
[16] budeme všechny vektory a matice psát v prostorovém tvaru (z = 0), ačkoliv se jedná o 
rovinnou úlohu. 
Vycházíme-li z rotační matice můžeme psát 
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Obr. 56: Transformace dvou souřadnicových systémů v rovině. [16] 
 
Úvahy provedené a řešené v předchozím rovinném příkladu lze snadno definovat pro 
prostorové úlohy. Obrázek níže (obr. 57) ukazuje jednoduchý praktický příklad natočení 
souřadnicových systémů a (modrý) a b (červený). 
 
 
Obr. 57: Transformace dvou souřadnicových systémů v rovině – poloha kyvadla. 
 
6.5.2 Orientace v prostoru 
 
Existuje několik přístupů, jak tuto úlohu řešit. Nejčastěji uváděné metody řeší natočení 
dvou souřadných systémů pomocí rotačních matic R dále pomocí Eulerových úhlů, vektoru a 
úhlu, jednotkového kvaterionu... Rotační matice v prostoru má obecně nenulové všechny 
prvky a má tvar [16]: 
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Popisujeme-li orientaci tělesa v prostoru pomocí rotační matice R velikosti 3x3 
musíme pro popis mít 9 hodnot, které jsou vzájemně vázány. Eulerovy úhly popisují stejnou 
rotaci pomocí hodnot tří. Tyto hodnoty vyjadřují úhly, o které se postupně otáčí souřadnicový 
systém okolo jednotlivých okamžitých os. Pořadí os, okolo kterých otáčíme, určuje výsledné 
Eulerovy úhly. Možností je tedy několik a pokaždé dostaneme jiné výsledné hodnoty. Velmi 
často se používá notace ZYX popsaná úhly ψ , ϑ  a ϕ  nazývaná „klonění, klopení a bočení“ a 
v anglické literatuře označovaná „roll-pitch-yaw“ (RPY). Tato forma RPY je také používána 
v letectví, jak je patrné z obrázku (obr. 58). 
Matematicky lze vyjádřit postupné otáčení takto: 
xyz RRRR =           (33) 
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Obr. 58: Využití RPY Eulerových úhlů v letectví, NED je základní souřadný systém  
(North – East – Down), který se používá v letectví. [78] 
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Pro popis natočení a polohy břemene zavěšeného na kladnici jeřábu se lze, dle 
autorova názoru, inspirovat v letecké navigaci. Na obrázku (obr. 59) je uveden příklad volby 
souřadného systému, který by mohl být použit na určení orientace závaží pomocí Eulerových 
úhlů. K vyhodnocení měřených dat z experimentu byl použit souřadnicový systém snímače, 
který se odlišuje prohozením os y a z. Při současném určení polohy těžiště břemene 
dostaneme kompletní informaci o stavu závaží v daném souřadném systému.  
 
 
Obr. 59: Jeden z možných souřadnicových systémů laboratorního jeřábu. 
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7. Experimentální měření – výsledky  
 
Šestiosé snímače firmy Orfanic jsou schopné zaznamenat v jednom okamžiku data ze 
všech subsnímačů. Tato skutečnost značně usnadňuje vyhodnocení měření, protože není nutné 
data následně synchronizovat v časové ose. Výstupem z měření jsou tedy translační zrychlení 
a [m.s-2] ve všech třech osách X, Y a Z. Dále jsou ve stejný okamžik zaznamenány hodnoty 
úhlové rychlosti ω [°.s-1] otáčení kolem os X, Y a Z. Následně jsou z těchto hodnot výpočtem 
získána další data o poloze a orientaci snímače (břemene laboratorního jeřábu). 
 
7.1 Rovinné kyvadlo s pevným základem 
 
Prvním experimentem prováděným na laboratorním jeřábu byl základní experiment na 
modelu rovinného kyvadla (obr. 60). Tento jednoduchý model byl zvolen, protože výsledky 
experimentálního měření jsou snadno předvídatelné vzhledem k jednoduchosti systému a také 
vzhledem k tomu, že chování tohoto systému je již dostatečně prostudováno. Model 
jednoduchého rovinného kyvadla byl tedy zvolen jako verifikační, který měl za cíl ověřit 
chování a případné možnosti měřícího řetězce.  
 
    
Obr. 60: 2D kyvadlo s pevným základem a schéma kyvadla. 
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Model kyvadla představují dvě tělesa. Prvním tělesem je závěs délky l1 = 1482 mm a 
hmotnosti m1 = 0,270 kg, který je tvořen hliníkovou dutou tyčí čtverhranného průřezu (jäkl). 
Druhé těleso je ocelové závaží z plného materiálu (m2 = 6,033 kg) kumulující téměř všechnu 
hmotu kyvadla. Závaží má tvar přesného (frézovaného a nebroušeného) kvádru (80x80x100 
mm), jehož tvar umožňuje snadnou instalaci snímačů. Hmotnosti těles jsou voleny s ohledem 
na věrnost experimentu s modelem odpovídajícím přibližně matematickému kyvadlu. Vazba 
na základní těleso je realizována pomocí čepu uloženého v bronzových ložiscích. Graf (obr. 
61) níže zobrazuje průběhy snímaných dat. Veličina s největší amplitudou je úhlová rychlost 
ω [°.s-1] v ose Z.  
 
 
Obr. 61: 2D kyvadlo s pevným základem – průběh měření. 
 
Na detailu níže (obr. 62) je uveden výřez t = 10 s, kde je lépe vidět průběh této 
veličiny. Ostatní veličiny, jejichž amplitudy jsou řádově menší, jsou translační zrychlení  
[m.s-2] ve všech třech osách a úhlová rychlost v osách X a Y. Legenda vpravo nahoře popisuje 
jednotlivé průběhy v grafu (formátování textu v programu MATLAB je omezeno, proto jsou 
veličiny a jejich jednotky uvedeny v základním tvaru). Rovina kyvu kyvadla je vymezena 
osou X a Y. Osa Z je na tuto rovinu kolmá. Pro přehlednost zde uveďme předpokládané 
výsledky tohoto měření.  
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Za prvé z výše uvedeného logicky plyne, že translační zrychlení v ose Z by mělo být 
nulové (az = 0 m.s-2) a tedy také změna polohy v tomto směru by měla být nula (sz = 0 m). 
Dále velikost zrychlení v ose Y by mělo odpovídat dostředivému (odstředivému) zrychlení a 
velikosti tíhového zrychlení pro příslušný směr (natočení snímače). Velikost amplitudy 
zrychlení pro osu X by mělo odpovídat velikosti výchylky kyvadla od svislé osy.  
Za druhé se budeme zabývat průběhy úhlové rychlosti otáčení kolem os. Úhlová 
rychlost natočení kolem osy X a Y by měla být vhledem k výše uvedenému (rovina kyvu XY) 
nula (ωx = 0 °.s-1 a ωy = 0 °.s-1). Velikost výchylky sleduje průběh úhlové rychlosti otáčení 
kolem osy Z. Právě průběh této veličiny, jak bude dokázáno dále, je pro vyhodnocení 
experimentu zásadní.  
Třetí oblastí výsledků je posouzení systému jako celku. Vliv tlumení v závěsu kyvadla 
je patrný z celkového průběhu snímaných veličin (obr. 61). Je možné konstatovat, že po 
základním studiu výsledků (obr. 61 a 62) se jedná o předvídaný průběh všech veličin (bez 
chyby měření) a experimentální model odpovídá teoretickým předpokladům. 
 
 
Obr. 62: 2D kyvadlo s pevným základem – průběh měření. 
 
Na grafech dále jsou potom uvedeny průběhy všech snímaných veličin spolu 
s veličinami, které jsou z těchto průběhů vypočítány. Graf (obr. 63) zobrazuje snímané 
zrychlení [m.s-2] v ose X a vypočtený průběh rychlosti [m.s-1] a dráhy [m]. Z grafu je patrné, 
že průběh velikosti výchylky v ose X je přibližně sx = ± 25 mm. Vhledem k pozorování a 
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vypočteným hodnotám (především ϕz) je možné konstatovat, že zjištěné velikosti amplitudy 
polohy sx neodpovídají skutečnosti (bude komentováno dále).  
 
Obr. 63: 2D kyvadlo s pevným základem – vyhodnocení měření osa X.  
Legenda: modrá - zrychlení ax [m.s-2], červená -rychlost vx [m.s-1], černá - dráha sx [m]. 
 
Obr. 64: 2D kyvadlo s pevným základem – vyhodnocení měření osa Y.  
Legenda: modrá - zrychlení ay [m.s-2], červená - rychlost vy [m.s-1], černá - dráha sy [m]. 
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Obr. 65: 2D kyvadlo s pevným základem – vyhodnocení měření osa Z.  
Legenda: modrá - zrychlení az [m.s-2], červená -rychlost vz [m.s-1],  
černá - dráha sz [m]. 
 
Graf (obr. 64) na předchozí straně vyjadřuje průběh měřeného zrychlení [m.s-2] v ose 
Y. Dále jsou v grafu uvedeny průběhy vypočítané rychlosti [m.s-1] a polohy [m]. Amplituda 
maximální velikosti výchylky se pohybuje v rozmezí přibližně sy = ± 40 mm, což ve výsledku 
znamená změnu polohy o přibližně 80 mm. Výsledek představuje sice větší hodnotu, než 
kterou potvrzují výpočty z průběhu úhlu výchylky ϕz (77,6 mm). Z obou výsledků je možné 
konstatovat závěrem, že jsou srovnatelné. Srovnatelné jsou především z důvodu, že velikost 
chyby vzniklé při dvojí integraci průběhu zrychlení není zanedbatelná (především vliv 
kolísání střední hodnoty). Snímaný průběh zrychlení a počítané průběhy rychlosti a polohy 
v ose Z zobrazuje následující graf (obr. 65). Osa Z je kolmá na rovinu kyvu (předpokládá se sz 
= 0), a proto snímač zaznamenává spíše šum. Po přepočtu na velikosti výchylek bylo zjištěno, 
že se jedná o pohyb v řádu milimetrů.  
Vzhledem ke skutečnosti, že se jedná o nejjednodušší model kyvadla, který je 
dostatečně prostudovaný, je možné verifikovat předchozí výsledky pomocí výpočtu z úhlové 
rychlosti ω [°.s-1]. Záznam úhlové rychlosti má především výhodu ve zjednodušení 
následného výpočtu průběhu velikosti výchylky [°] na čase, kdy je použita pouze jedna 
integrace, což činí tyto hodnoty přesnějšími, resp. jejich průběh je zatížen menší integrační 
chybou.  
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Úhlová rychlost ωx [°.s-1] otáčení kolem osy X a vypočítané natočení ϕx [°] je 
zobrazeno v grafu níže (obr. 66). Průběh natočení a jeho velikost potvrzuje předpokládané 
výsledky měření. Osa X je v rovině kyvu, a proto by velikost natočení kolem osy X měla být 
rovna nule (ϕx = 0). Výsledek ukazuje maximální výchylku přibližně ± 0,5 až 0,6°, což 
odpovídá pozorovanému chvění kyvadla, které bylo pravděpodobně způsobeno při rozkývání 
kyvadla.  
 
 
Obr. 66: 2D kyvadlo s pevným základem – vyhodnocení měření osa X.  
Legenda: modrá – úhlová rychlost ωx [°.s-1], černá – úhel výchylky ϕx [°]. 
 
Výsledný průběh natočení kolem osy Y (obr. 67) odpovídá podobně jako 
v předchozím případě původnímu předpokladu. Osa Y je druhou hlavní osou, která vymezuje 
rovinu kyvu, proto by mělo být výsledné natočení kolem této osy nula (ϕy = 0). Absolutní 
hodnota maximálního natočení kolem osy Y je dle záznamu v řádech desetin stupně (přibližně 
ϕy = 0,3°). Je tedy možné konstatovat, že výsledné torzní kmity jsou zanedbatelné a jejich 
velikost neovlivnila výrazně výsledky měření. 
Posledním grafem (obr. 68) této kapitoly je výsledný průběh z měření úhlové rychlosti 
natočení kolem osy Z a vypočtený průběh velikosti natočení ϕz [°]. Přestože osa otáčení 
kyvadla je mimo osu Z snímače, umožňují výsledky tohoto měření přesnější popis průběhu 
pohybu a polohy kyvadla během experimentu. Z grafu jsou jasně patrné velikosti absolutní 
výchylky závaží kyvadla ϕz = ± 18°, což je hodnota potvrzená také pozorováním. 
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Obr. 67: 2D kyvadlo s pevným základem – vyhodnocení měření osa Y.  
Legenda: modrá – úhlová rychlost ωy [°.s-1], černá – úhel výchylky ϕy [°]. 
 
Obr. 68: 2D kyvadlo s pevným základem – vyhodnocení měření osa Z.  
Legenda: modrá – úhlová rychlost ωz [°.s-1], černá – úhel výchylky ϕz [°]. 
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Závěrem tohoto základního experimentu je možné konstatovat, že pro popis polohy a 
orientace břemene v prostoru lze především použít výsledky ze snímačů úhlové rychlosti. 
Výsledky získané výpočtem z průběhů translačního zrychlení jsou zatíženy poměrně větší 
integrační chybou. Velikost translačního zrychlení v ose X neodpovídá skutečnosti a 
pravděpodobně vlivem pootočení snímače, kdy do velikosti tohoto zrychlení je ještě 
připočítána složka tíhového zrychlení, dochází ke zkreslení výsledků. Zkreslení a ovlivnění 
výsledku může být natolik závažné, že tyto výsledné hodnoty již nelze dále použít. Restaurace 
původních hodnot by byla s největší pravděpodobností velmi složitá. 
 
7.2 Sférické kyvadlo s nepohyblivým základem 
 
Druhým experimentem je základní model prostorového (sférického) kyvadla (obr. 69). 
Model kyvadla představují dvě tělesa. Prvním tělesem je závěs délky l1 = 1635 mm a 
hmotnosti m1 = 0,08 kg, který je tvořen ocelovým lankem o průměru d = 2 mm. Druhé těleso 
je ocelové závaží z plného materiálu (m2 = 4,030 kg) kumulující téměř všechnu hmotu 
kyvadla. Závaží má tvar přesného (frézovaného a nebroušeného) kvádru (80x80x80 mm), 
jehož tvar umožňuje snadnou instalaci snímačů. Hmotnosti těles jsou voleny s ohledem na 
věrnost experimentu s modelem odpovídajícím přibližně prostorovému matematickému 
kyvadlu. Vazba na základní těleso je realizována pomocí závěsu karabinou. Graf (obr. 70) 
níže zobrazuje průběhy snímaných dat. Veličiny s největší amplitudou jsou úhlová rychlost ω 
[°.s-1] v ose X a Z.  
 
Obr. 69: 3D kyvadlo s pevným základem. 
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Obr. 70: 3D kyvadlo s pevným základem – průběh měření. 
 
Grafy níže (obr. 71, 72 a 73) ukazují průběh trajektorie koncového bodu kyvadla, resp. 
čipu snímače. Trajektorie je z důvodu přehlednosti vykreslena jen za čas t = 180 s od počátku 
měření. Poslední graf (obr. 74) ukazuje trajektorii pohybu břemene v prostoru. Za zmínku 
stojí, že měření probíhalo z klidové polohy, což je z grafu dobře čitelné. 
 
 
Obr. 71: 3D kyvadlo s pevným základem, pohyb koncového bodu – vyhodnocení měření osa YX.  
 
Obr. 72: 3D kyvadlo s pevným základem, pohyb koncového bodu – vyhodnocení měření osa YZ.  
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Obr. 73: 3D kyvadlo s pevným základem, pohyb koncového bodu  
– vyhodnocení měření osa ZX (pohled shora).  
 
Obr. 74: 3D kyvadlo s pevným základem, pohyb koncového bodu  
– vyhodnocení měření osy XYZ.  
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7.3 Rovinné kyvadlo s pohyblivým závěsem 
 
Rovinné kyvadlo s pohyblivým závěsem je třetím základním příkladem, který je 
experimentálně zkoumán. Experiment byl prováděn se stejným kyvadlem jako s rovinným 
kyvadlem v kapitole 7.1. Rozdíl oproti předchozímu rovinnému příkladu byl v uchycení 
závěsu na základovou desku kočky laboratorního jeřábu (obr. 75). Kočka jeřábu se 
pohybovala po přímé dráze (most jeřábu byl zabrzděn). Jak ukázaly předchozí výsledky, pro 
popis polohy břemene stačí v tomto případě pouze průběh úhlového natočení ϕz [°] kolem osy 
Z, které je vypočteno z úhlové rychlosti ωz [°.s-1] otáčení kolem příslušné osy. Poloha 
závěsného bodu (kočky) je získána z řídící jednotky krokového motoru, který pohyb zajišťuje. 
Důvodem pro toto opatření je, že tyto hodnoty jsou přesnější než výsledné hodnoty získané 
měřením translačního zrychlení.  
 
  
Obr. 75: Rovinné kyvadlo s pohyblivým závěsem.  
 
Na počátku měření bylo závaží v klidu. Kočka jeřábu se po zrychlení pohybovala 
konstantní rychlostí ve směru kladné osy X souřadnicového systému kočky. Potom byla 
kočka zastavena a téměř okamžitě (jak dovoluje řídící program) se začala pohybovat do 
protipohybu zpět k počátku osy X. V závěrečné fázi pohybu byla kočka zastavena a byl 
sledován průběh výchylky až do klidu závaží. Lépe tento pohyb vyjadřuje graf (obr. 76) níže. 
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Počáteční fázi pohybu označuje svislá linka označená AS, kdy došlo k rozjezdu kočky. Kočka 
se dále pohybuje konstantní rychlostí a současně dochází k uklidnění závaží přibližně do 
místa AK. Po zastavení kočky dojde opět k rozkývání břemene, což je ještě znásobeno 
okamžitým protipohybem kočky zpět BS. Opět po určité době dojde k ustálení závaží BK až 
do koncové polohy CS. V koncové poloze je kyvadlo opět rozkýváno vlivem setrvačnosti 
systému a dále je průběh výchylky kyvadla sledován až do uklidnění CK.  
 
 
Obr. 76: 2D kyvadlo s pohyblivým závěsem – vyhodnocení měření.  
 
Měření bylo opakováno pro různé rychlosti pojezdu kočky (tabulka hodnot viz příloha 
6). Následující graf (obr. 77) ukazuje jeden z průběhů měření úhlové rychlosti ωz [°.s-1] v ose 
Z a vypočtenou hodnotu velikosti výchylky ϕz [°]. Jak je z grafu možné vyčíst, během 
pojezdu kočky již nedojde k ustálení břemene a dochází ke sčítání průběhů rychlostí. Protože 
by experiment byl omezen pouze na výsledky podobné výsledkům v kapitole 7.1 byl 
experiment rozšířen. Experimentální měření bylo zaměřeno na sledování dvou základních 
veličin, které jsou pro manipulaci s materiálem důležité. Za prvé byl sledován celkový čas tc 
[s] přepravy břemene (závaží) v závislosti na rychlosti pojezdu kočky vp [m.s-2]. Čas byl 
sledován při přepravě z počátku až do koncové polohy a to až do ustálení břemene do klidu. 
Tuto závislost vyjadřuje graf (obr. 78) na další straně. Body označují jednotlivá měření a jsou 
následně proloženy hladkou křivkou. Druhá sledovaná veličina je maximální velikost 
výchylky břemene ϕz [°] v závislosti na pojezdové rychlosti kočky vp [m.s-2] (obr. 79).  
 
Vývoj nové koncepce autonomních manipulátorů 
Ing. Martin Kubín 
 
- 77 - 
 
Obr. 77: 2D kyvadlo s pohyblivým závěsem – vyhodnocení měření osa Z.  
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Obr. 78: 2D kyvadlo s pohyblivým závěsem, celkový čas do ustálení 
 břemene v závislosti na pojezdové rychlosti kočky.  
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Obr. 79: 2D kyvadlo s pohyblivým závěsem, maximální výkyv břemene  
v závislosti na pojezdové rychlosti kočky.  
 
Z uvedených grafů (obr. 78 a 79) je možné vyčíst, že při nižších rychlostech pojezdu 
kočky nedochází k velkým výchylkám břemene, avšak celkový čas manipulace je velmi 
dlouhý. Obecně lze konstatovat, že s rostoucí pojezdovou rychlostí roste také velikost 
maximální výchylky břemene. Avšak s rostoucí pojezdovou rychlostí kočky nedochází 
obecně ke zkrácení doby manipulace. Oba průběhy ukazují, že existuje určitá konstelace 
vstupních veličin, která umožní efektivně tuto přepravu zkrátit, aby přitom nedocházelo 
k nadměrným výkyvům závaží od svislé osy. Vstupními veličinami se rozumí hmotnost 
břemene, délka závěsu, zrychlení kočky, rychlost kočky, dráha pohybu kočky atd. Výsledkem 
experimentálního měření a posouzení výsledků dle výše uvedeného je zjištění vhodné 
pojezdové rychlosti pro manipulaci s laboratorním břemenem. Pokud sledujeme celkový čas 
z klidu do klidu břemene, je vhodné zvolit rychlost pojezdu kočky přibližně vp1 = 0,1 m.s-1 
nebo vp2 = 0,21 m.s-1. Při těchto rychlostech dochází současně k relativně malé výchylce 
břemene 3,0° až 3,8°. Sledujeme-li z nějakého důvodu velikost výchylky břemene ϕz [°], 
můžeme jednoznačně doporučit nízkou pojezdovou rychlost kočky. Současně ale roste 
celkový čas manipulace, který není ovlivněn zásadně kýváním břemene ale časem potřebným 
na pojezd kočky. Výsledky ukazují, že je možné zvolit velikost pojezdové rychlosti kočky 
tak, aby se pohyb kyvadla dostal proti fázi pohybu kočky. Při volbě pojezdové rychlosti 
v oblasti přibližně vp1 = 0,1 m.s-1 je náklad přepraven za minimální čas s akceptovatelnou 
velikostí bočních výchylek břemene do 3°. 
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7.4 Rovinné kyvadlo – pohyblivá kočka a zdvih břemene 
 
Dalším prováděný experiment vychází z předchozího rovinného kyvadla na 
pohyblivém závěsu a je doplněn o zdvih břemene (obr. 80). Model kyvadla představuje čtyři 
tělesa. Prvním tělesem je závěs proměnné délky l = 150 až 1380 mm a proměnné hmotnosti 
závislé na délce. Závěs je tvořen ocelovým lankem o průměru d = 2 mm s lanovým převodem 
i = 2. Druhé těleso je ocelové závaží z plného materiálu (m2 = 6,033 kg) kumulující téměř 
všechnu hmotu kyvadla. Závaží má tvar přesného (frézovaného a nebroušeného) kvádru 
(80x80x120 mm), jehož tvar umožňuje snadnou instalaci snímačů. Závaží je zavěšeno na 
jednoduché kladnici. Posledním tělesem je vozík kočky jeřábu. Hmotnosti těles jsou voleny 
s ohledem na věrnost experimentu s modelem odpovídajícím reálným součástem. Vazba na 
základní těleso (kočku jeřábu) je realizována přes lanový hladký buben.  
 
   
Obr. 80: 2D kyvadlo s pohyblivým závěsem a proměnnou délkou závěsu.  
 
Graf (obr. 81) níže zobrazuje celkové průběhy snímaných dat. Veličinou s největší 
amplitudou je úhlová rychlost ω [°.s-1] v ose Y. To znamená, že dochází k výraznému 
torznímu kmitání závaží. Tento experiment byl především postaven za účelem zjištění 
možnosti výpočtu polohy ve zdvihové ose Y.  
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Obr. 81: 2D kyvadlo s pohyblivým závěsem a zdvihem břemene, 
celkový průběh snímaných veličin.  
 
Vypočtené průběhy rychlosti vy [m.s-1] a polohy sy [m] ze snímaných dat translačního 
zrychlení ay [m.s-2] jsou uvedeny v následujícím grafu (obr. 82). Graf je obrácen vlivem 
opačné orientace snímače, což nemá vliv na absolutní hodnotu sledované polohy snímače 
(břemene). Modrou barvou je znázorněno snímané zrychlení ay, kde je názorně vidět 
počáteční zrychlení při zdvihání břemene a přibližně konstantní rychlost zdvihání. Dále 
průběh pokračuje brzděním v horní úvrati a následným začátkem spouštění břemene. Poslední 
výraznou změnou je brzdění břemene v nulové hodnotě. Tento průběh podle předpokladů 
sledují ostatní vypočtené veličiny. Nárůst rychlosti (červenou barvou) při akceleraci a 
ustálenou rychlost zdvihání. Výraznou změnu rychlosti v horní úvrati a opět přibližně 
konstantní rychlost spouštění břemene do zastavení. Podstatnou veličinou je průběh polohy 
koncového bodu závaží. Jak již bylo uvedeno výše, vlivem otočení snímače průběh hodnoty 
polohy nabývá záporných hodnot. Závaží je podle grafu postupně vyzvednuto do výšky sy = 
1,19 m. Hodnota zjištěná pomocí řídící jednotky krokového motoru se od hodnoty získané 
výpočtem ze snímaných dat liší přibližně o 0,04 m (40 mm). Rozdíl hodnot je připisován 
chybě měření, filtraci signálu a integrační chybě při výpočtu. Přes tento drobný rozdíl je 
možné konstatovat, že by bylo možné výsledná data považovat za dostatečně přesná. Poslední 
graf (obr. 83) znázorňuje polohu koncového bodu závaží v prostoru při započítání výkyvu 
břemene a torzních kmitů závaží. Výsledná trajektorie koncového bodu věrně popisuje 
skutečný pozorovaný děj na laboratorním modelu.  
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Obr. 82: 2D kyvadlo s pohyblivým závěsem a zdvihem břemene, 
průběh zrychlení, rychlosti a polohy závaží v ose Y (osa zdvihu).  
 
Obr. 83: 2D kyvadlo s pohyblivým závěsem a zdvihem břemene, 
průběh polohy závaží v prostoru.  
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7.5 Pohyb břemene v prostoru 
 
Posledním experimentálně řešeným příkladem uvedeným v této práci je pohyb 
břemene v prostoru. Prostor je omezen pracovním prostorem jeřábu a ilustruje ho schématický 
obrázek níže (obr. 84). Model kyvadla představují dvě tělesa. Prvním tělesem je závěs délky  
l1 = 1635 mm a hmotnosti m1 = 0,08 kg, který je tvořen ocelovým lankem o průměru d = 2 
mm. Druhé těleso je ocelové závaží z plného materiálu (m2 = 4,030 kg) kumulující téměř 
všechnu hmotu kyvadla. Závaží má tvar přesného (frézovaného a nebroušeného) kvádru 
(80x80x80 mm), jehož tvar umožňuje snadnou instalaci snímače. Hmotnosti těles jsou opět 
voleny s ohledem na věrnost experimentu s modelem odpovídajícím přibližně prostorovému 
matematickému kyvadlu. Vazba na základní těleso (kočku jeřábu) je realizována přes lanový 
hladký buben. Břemeno není během experimentu zvedáno ani spouštěno.  
 
Obr. 84: 3D kyvadlo s pohyblivým závěsem, schéma experimentu.  
 
Graf (obr. 85) dále zobrazuje průběhy snímaných dat. Veličiny s největší amplitudou 
jsou úhlová rychlost ω [°.s-1] v ose X a Z. Významnou amplitudu má také úhlová rychlost 
otáčení kolem osy Y, která představuje torzní kmity ve svislé ose. Průběhy úhlových rychlostí 
a vypočtených natočení jsou uvedeny na grafech dále (obr. 86 a 87). 
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Obr. 85: 3D kyvadlo s pohyblivým závěsem, průběh snímaných veličin.  
 
 
Obr. 86: 3D kyvadlo s pohyblivým závěsem, průběh úhlové rychlosti (modrá) 
 a velikosti výchylky (černá) v ose X.  
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Obr. 87: 3D kyvadlo s pohyblivým závěsem, průběh úhlové rychlosti (modrá) 
 a velikosti výchylky (černá) v ose Z.  
 
Graf níže (obr. 88) znázorňuje velikost výchylky kyvadla od svislé osy během celého 
pohybu. Jedná se o výchylku břemene bez připočítání základního pohybu, který vychází 
z informací z řídících jednotek krokových motorů. 
 
 
Obr. 88: 3D kyvadlo s pohyblivým závěsem, odchylka polohy kyvadla od svislé osy.  
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Celkový výsledek tohoto měření je zobrazen ve více pohledech (obr. 89, 90 a 91), na 
kterých je zřejmý průběh trajektorie pohybu koncového bodu kyvadla. V počáteční fázi 
pohybu dochází podle předpokladu ke kývání především v jedné rovině vymezené osou 
závěsu kyvadla a směrem pohybu mostu jeřábu. Po zastavení mostu se začne pohybovat 
jeřábová kočka. To má za následek již prostorový pohyb. Tento obecný pohyb doprovází 
břemeno během celé dráhy až do zastavení na cílovém místě. Břemeno se ovšem kýve 
krouživým pohybem kolem svislice závěsného bodu až do ustálení. Zde zobrazený záznam je 
omezen z důvodu přehlednosti na t = 80 s od počátku pohybu. 
 
 
Obr. 89: 3D kyvadlo s pohyblivým závěsem, trajektorie závaží – pohled shora. 
 
 
Obr. 90: 3D kyvadlo s pohyblivým závěsem, trajektorie závaží – pohled XY. 
 
 
Obr. 91: 3D kyvadlo s pohyblivým závěsem, trajektorie závaží – pohled ZY. 
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Obrázek níže (obr. 92) zobrazuje trajektorii pohybu břemene v pracovním prostoru 
laboratorního jeřábu. 
 
Obr. 92: 3D kyvadlo s pohyblivým závěsem, trajektorie pohybu závaží  
v pracovním prostoru laboratorního jeřábu. 
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8. Diskuze 
 
Obecně lze říci, že manipulace s materiálem je problém starý jako lidstvo samo. Vždy 
bylo a bude potřeba přepravovat nějaký materiál z místa zdroje do místa potřeby. Cesta může 
být přímá nebo nepřímá s využitím např. meziskladu. Manipulace s materiálem v dnešní době 
představuje jednu ze základních lidských činností. Lidstvo a lidé především v západní 
civilizaci jsou na manipulaci s materiálem životně závislí.  
Jak již bylo řečeno v úvodu, manipulace s materiálem se významně podílí na ceně 
výrobků. Proto má význam se touto problematikou stále zabývat a hledat cesty, které by tento 
proces vylepšily. Jedním z možných způsobů modernizace manipulace s materiálem je 
automatizace. Automatizovat manipulační procesy v některých případech není jednoduché a 
někde je automatizace dokonce téměř nemožná, avšak např. ve skladech a provozech, kde je 
manipulováno s konkrétními manipulačními jednotkami (paleta, kontejner, atd.) je to možné.  
Automatizací jeřábů a manipulační techniky se zabývá mnoho výzkumných pracovišť 
a také mnoho firem, které vyrábí tuto techniku. Sawodny s kolektivem [56] nazvali jeden ze 
svých článků ve volném překladu „Automatický portálový jeřáb jako velkoprostorový robot“ 
nebo také robot s velkým pracovním prostorem. Toto přirovnání plně vysvětluje zadání a cíle 
této práce. 
Cílem práce je ověřit možnosti nové koncepce jeřábu vhodného do automatického 
provozu. Automatický jeřáb by měl být schopen pracovat s vysokou mírou vlastní interakce 
s okolním prostředím a z pohledu míry autonomie stroje na člověku pracovat v autonomním 
režimu. To znamená, že by měl dosahovat cíle způsobem, který si sám zvolí. Tento přístup 
vyžaduje precizní znalost okolního prostředí a vlastního stavu stroje a břemene, které 
přepravuje. Znalost okolního prostředí a vlastního stavu vyžaduje nasazení různých snímačů, 
a čidel. Tyto se můžou lišit indikovanou veličinou nebo fyzikálním principem, na kterém jsou 
založeny. Tato práce obsahuje srovnání několika z nich, které mohou být pro identifikaci 
stavu břemene použitelné.  
 
8.1 Výběr vhodných snímačů 
 
Cílem práce bylo především ověřit možnosti použití snímačů pro identifikaci vlastního 
stavu stroje a břemene. Na základě dostupných informací byla provedena rešerše různých 
snímačů. Ukázalo se, že k identifikaci břemene jsou v praxi nejvíce používány váhy na 
zjišťování hmotnosti břemene z důvodu možného přetížení jeřábu. Dále jsou používány 
tenzometry, snímače zrychlení a snímače polohy upevněné na ocelové konstrukci jeřábu, 
které mají získávat informace o stavu stroje. Výsledky rešerše odhalily mezeru v možnostech 
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identifikace vlastního stavu břemene především v nedostatečné informaci o jeho aktuální 
poloze a orientaci. Zjištění těchto informací je možné pomocí několika přístupů, které jsou 
řešeny na různých vědecko-výzkumných pracovištích ve světě a krátce představeny v kapitole 
1.1. Diskutovány byly především dva způsoby získávání informací o stavu břemene. Hlavním 
požadavkem je absence kabelů, přídavných lanek a jiných součástí, které by bylo potřeba 
doplnit k nosným lanům jeřábu.  
Prvním diskutovaným byl obrazový snímač (kamera) připevněná na pevných částech 
stroje (most, kočka) nebo budovy. Tam by uložení napájecích a datových kabelů nebylo 
velkým problémem. Jistým problémem může být zpracování obrazu, které může klást vysoké 
nároky na výpočetní výkon řídící jednotky. Dalším omezením by pravděpodobně byla velká 
chyba měření, která by mohla být způsobena okolními vlivy prostředí (vodní pára, prach...). 
Oproti tomu zpracování obrazu je v současné době již na vysoké úrovni. V praxi jsou často 
používány hranové detektory a jiná softwarová řešení identifikující objekty na snímku. I tady 
však můžeme narazit na jistá omezení související s  kontrasty různých povrchů a například 
neostrými hranami.  
Druhým diskutovaným byl snímač translačního zrychlení a úhlové rychlosti, který by 
bylo možné připevnit na břemeno nebo na kladnici jeřábu. Pomocí dat ze snímače by byla 
následně řídící jednotkou vypočítána poloha břemene. Hlavním požadavkem však je absence 
kabelů, proto musí být snímač bezdrátový (ZigBee, WiFi...). Druhým omezujícím faktorem a 
současně charakteristickou vlastností většiny snímačů zrychlení (vibrací) je identifikace 
vibrací od určité frekvence, což pro tento případ je nevyhovující. Vzhledem k výše 
uvedenému, byl tedy vybrán snímač typu MEMS, který měří zrychlení od nuly, založený na 
fyzikálním principu měření kapacity (kap. 4.2). Kapacitní snímače MEMS se vyznačují 
především nízkou spotřebou elektrické energie, tudíž je relativně efektivní je napájet 
z akumulátoru. Druhou předností těchto snímačů je velmi malá velikost čipu samotného. Čip 
lze snadno napájet na základovou desku s ostatními součástkami. Můžeme konstatovat, že 
díky vývoji elektroniky, jako jsou především mobilní telefony, lze celý tento systém 
navrhnout tak, aby jeho velikost nepřesáhla velikost krabičky od cigaret (cca. 50 x 20 x 80 
mm). Těchto rozměrů je možné dosáhnout také v průmyslové variantě snímače. Vzhledem 
k hmotnosti kladnice jeřábu v řádech desítek, stovek a často i více kilogramů je možné také 
konstatovat, že snímač o hmotnosti v řádech stovek gramů, neovlivní manipulační proces ani 
výsledky měření. Snímač translačního zrychlení a úhlové rychlosti byl blíže studován a 
výsledky jsou součástí této práce. 
Vzhledem k absenci vhodných snímačů na trhu, bylo potřeba navrhnout snímač přesně 
pro tuto aplikaci. Spoluprací na vývoji byla pověřena firma ORFANIC Telemetry System 
s.r.o., která má zkušenosti s obdobnými snímači aplikovanými do akrobatických letadel. 
Vyvíjené snímače byly určeny speciálně pro tuto aplikaci a jejich vývoj ještě nebyl úplně 
ukončen. V současné době se pracuje především na verifikaci snímaných dat, čímž se zabývá 
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také tato práce. Byl použit šestiosý kapacitní snímač od firmy InvenSense. Jedná se o tříosý 
MEMS akcelerometr a tříosý MEMS gyroskop se zabudovaným čidlem pro měření teploty. 
 
8.2 Laboratorní pracoviště 
 
Jednou z možností, jak ověřit vhodnost použití snímačů na jeřábové technice, bylo 
sestavit vhodné laboratorní pracoviště, které umožní zkoumat kinematiku a dynamiku 
mostového jeřábu. Laboratorní pracoviště by mělo svými možnostmi přesahovat tuto práci a 
mělo by sloužit k pokračování výzkumu chování břemen zavěšených na lanovém závěsu. Pro 
potřeby simulací dynamického chování břemen zavěšených na jeřábech je zavádění 
zjednodušujících předpokladů vstupních parametrů nevhodné a takové řešení je následně 
omezeno na zjednodušený obraz ilustrující toto chování. Při vhodné stavbě laboratorní 
modely mohou odpovídat více skutečným soustavám než modely počítačové. Počítačové 
modelování je závislé na počtu vstupních parametrů. Laboratorní experimenty je ve většině 
případů nutné opět verifikovat na skutečných průmyslových aplikacích, které mohou být, a 
většinou také jsou, velmi nákladné.  
Za účelem ověření možnosti použití snímačů bylo postaveno laboratorní zařízení na 
provádění experimentů. Laboratorní zařízení odpovídá zmenšenému modelu mostového 
jeřábu a umožňuje všechny jeho pohyby. Pomocí krokových motorů je možné s břemenem 
manipulovat ve třech osách (pojezd mostu, pojezd kočky a zdvih břemene). Řízení mostového 
jeřábu je možné provádět pomocí klasického stolního počítače. Laboratorní pracoviště svými 
možnostmi přesahuje tuto práci a může být použito k pokračování výzkumu chování břemen 
zavěšených na lanovém závěsu a případně systémů omezujících kývání břemene. 
 
8.3 Výsledky – shrnutí 
 
Výsledky této práce lze rozdělit do dvou typů. První jsou výsledky matematických 
popisů břemene zavěšeného na lanovém závěsu. Jako jeden z možných příkladů 
matematického popisu břemene zavěšeného na jeřábové kočce je zde uvedena analytická 
identifikace rovinného modelu pojezdu jeřábu podle Noskieviče [51]. Základní nevýhodou 
tohoto matematického modelu je popis děje pouze v jedné rovině a provedené zjednodušení 
linearizací stavového modelu systému. Chování dynamického systému kyvadel zavěšených na 
pevném nebo na pohyblivém závěsu lze považovat za nelineární. Linearizací však skutečnou 
situaci v podstatě idealizujeme a množina možných typů řešení studovaného matematického 
modelu je omezena na triviální případy, kdy je stavovým atraktorem pevný bod nebo limitní 
cyklus. Pohybové rovnice kyvadel a podobných mechanických systémů lze zapsat jako 
soustavu diferenciálních rovnic prvního řádu a tyto následně řešit tzv. numerickou integrací. 
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Podkapitoly v kapitole 3.2 ilustrují možnou složitost chování nelineárního kyvadla na 
poměrně jednoduchých příkladech matematických modelů. Časový průběh (obr. 93) úhlu 
výchylky ϕ  ilustruje chování rovinného matematického kyvadla s tlumením (tlumící 
koeficient k zavedený například vlivem tření v bodu závěsu). Předpokládáme, že tlumící síla 
je úměrná úhlové rychlosti. Průběh úhlu výchylky ϕ je podle předpokladu obrazem funkce 
kosinus s exponenciálně se zmenšující amplitudou. 
 
  
Obr. 93: Časový průběh úhlu výchylky rovinného matematického 
 kyvadla s tlumením a bez buzení. 
 
 
Obr. 94: Rovinné kyvadlo v MSC.ADAMS – záznam velikosti úhlu výchylky na čase. 
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Zvláštním případem matematického popisu břemene na lanovém závěsu může být 
simulace systému v MBS. Simulační počítačový experiment a jeho výsledky jsou zásadně 
závislé na znalosti všech parametrů a vlastností použitých prvků. Záleží tedy na požadované 
přesnosti výsledku, kvůli kterému experiment provádíme. Na kyvadlo působí tlumení 
v podobě čepového tření v závěsu kyvadla. Velikost koeficientu tlumení je volena s ohledem 
na použité materiály kontaktních ploch čepu a ložiska a velikost tlumícího koeficientu není 
závislá na rychlosti kývání. Vliv tlumení je patrný na grafu níže (obr. 94), který zobrazuje 
závislost velikosti úhlu výchylky na čase od počátku kývání až do ustálení.  
Experiment je prováděn na laboratorním pracovišti postaveném speciálně na řešení 
podobných úloh. Jednotlivé experimenty a postupně rostoucí složitost modelů je volena 
s ohledem na postupnou verifikaci výsledků. Výsledkem jsou poloha a orientace břemene 
v každém okamžiku jeho pohybu. Hmotnosti těles jsou voleny s ohledem na věrnost 
experimentu s modelem odpovídajícím přibližně matematickému kyvadlu. Vazba na základní 
těleso je realizována pomocí čepu uloženého v bronzových ložiscích. Graf (obr. 95) níže 
zobrazuje průběh úhlu výchylky ϕ [°] vypočtený z naměřených dat.  
 
 
Obr. 95: 2D kyvadlo s pevným základem – průběh úhlu výchylky kyvadla. 
 
Pokud budeme vzájemně posuzovat výsledky zkoumání rovinného matematického 
kyvadla získané z matematického modelu (obr. 93), simulačního modelu MBS (obr. 94) a 
výsledky získané měřením z laboratorního experimentu (obr. 95), lze konstatovat, že první 
dva uvedené se podle předpokladu blíží výsledků experimentálního měření. Matematický 
model vycházející z pohybových rovnic se chová přesně podle zadaných rovnic. Stejně tak 
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výsledky simulačního modelu představují idealizovaný stav vycházející ze zadaných hodnot 
do výpočtu. Skutečné kyvadlo popisují výsledky z experimentálního měření a je patrné, že 
v první části záznamu dochází k přibližně exponenciálnímu snižování amplitudy. Naproti 
tomu v závěrečné fázi kývání dochází spíše k lineárnímu poklesu amplitudy. Mohlo by se 
tedy jednat o kombinaci výsledků z obou matematických modelů, avšak nelze s určitostí určit 
míru vlivu jednotlivých dějů na uvedené matematické popisy.  
Druhé srovnání vychází ze získaných výsledků simulačního experimentu a 
experimentálního měření prostorového kyvadla na pevném závěsu. Tento pohyb potom 
popisují grafy (obr. 97 a 98) zobrazující polohu těžiště kyvadla. Graf na obrázku (obr. 97) 
níže zobrazuje polohu koncového bodu modelu kyvadla v MBS. Výsledky nejsou pro 
přehlednost zobrazeny až do ustálení kyvadla. 
 
 
Obr. 96: Prostorové kyvadlo v MSC.ADAMS – pohled na těžiště kyvadla shora. 
 
Výsledkem experimentálního měření je graf (obr. 96) na následující straně, který 
zobrazuje polohu koncového bodu závaží (polohu čipu snímače). Výsledky jasně ukazují 
složitost pohybu skutečného prostorového kyvadla. Základním problémem experimentálního 
modelu je bod uchycení závěsu, který je v tomto případě realizován karabinou zavěšenou 
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v oku. Teoreticky se jedná o bodový styk dvou válcových ploch, jejichž osy jsou na sebe 
kolmé. Prakticky se jedná o obecnou plochu, jejíž velikost a vliv na pohyb břemene nelze 
jednoduše stanovit. 
 
Obr. 97: 3D kyvadlo s pevným základem, pohyb koncového bodu  
– vyhodnocení měření osa ZX (pohled shora).  
 
Obr. 98: Prostorové kyvadlo v MSC.ADAMS – záznam velikosti 
 výchylky v ose X a Z těžiště kyvadla od svislé osy na čase. 
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Obr. 99: 3D kyvadlo s pevným základem – průběh výchylky úhlu natočení v ose X a Z. 
 
Předchozí dva obrázky zobrazují průběhy veličin charakterizující pohyb břemene 
v prostoru. Obrázek (obr. 98) na předchozí straně vyjadřuje výsledky získané ze simulačního 
modelu, které ideálně popisují modelované kyvadlo. Grafy na obrázku (obr. 99) popisují 
skutečný stav břemene. Z obou průběhů je zřejmé, že pohyb břemene experimentálního 
modelu se neshoduje s pohybem břemene v modelu simulačním. 
Závěrem diskuze o výsledcích lze konstatovat, že břemeno zavěšené na kladnici jeřábu 
nemusí být vždy jednoduchým obecným typem mechanického oscilátoru. Verifikací 
matematických modelů pomocí experimentálního měření lze dosáhnout uspokojivé shody 
výsledků, avšak nelze na matematický model nahlížet jako na obecné řešení problému. Hledat 
obecné řešení této problematiky je úkol velmi složitý a časově náročný. Existují aplikace, kde 
se experimenty na matematických nebo simulačních modelech uplatní a vykazují vynikající 
výsledky. Avšak pro oblast zájmu této práce lze výsledky z počítačových simulací považovat 
za nedostatečné. V případě aplikace složitějších matematických postupů, které umožňují 
pohlížet na problém jako na nelineární úlohu, narážíme na složitost sestavování příslušných 
rovnic do výpočtu a především je výpočet náročný na výpočtový čas. Výsledky získané 
matematickým aparátem jsou správné, avšak idealizují modelovanou skutečnost. Tím se 
výsledek často omezuje na předvídatelné průběhy. Experimentálním měřením byla potvrzena 
hypotéza o významném vlivu charakteristických materiálových vlastností, nepřesnosti výroby 
jednotlivých součástí a vlivu okolního prostředí na pohyb kyvadel obecnějších ale i 
základních typů. Tyto vlivy není matematický model schopen plně absorbovat bez 
mnohačetných verifikací. Modelování náhodných jevů je obecně nemožné. Především nelze 
tyto jevy předvídat a díky tomu je nelze úspěšně zapracovat do připravovaných modelů. 
Experimentálním měřením byla ověřena možnost použití snímačů, které mohou identifikovat 
aktuální stav břemene bez znalosti charakteristických vlastností jednotlivých součástí, 
kontaktů a vlivu okolního prostředí.  
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8.4 Možné využití v praxi 
 
Základní otázka u každých výzkumných aktivit souvisí s možným využitím výsledků 
vědecko-výzkumné práce v praktickém provozu. Snímače typu MEMS si místo v praktických 
aplikacích již našly. Jsou především součástí spotřební elektroniky a díky tomu vývoj těchto 
snímačů postupuje rychle vpřed. Současně s tím také klesá cena, za kterou je možné tyto čipy 
pořídit. Právě dostupnost těchto snímačů umožňuje nasazení mimo masovou spotřebitelskou 
úroveň do aplikací šitých na míru konkrétním zákazníkům. V tomto případě se potom jedná o 
kusovou nebo jen malosériovou výrobu. Oblast manipulace s materiálem je mezioborovým 
průmyslem, kde se na něm podílí od výroby až po skutečné nasazení mnoho různých oborů. 
Mezi základní obory patří strojírenství a elektrotechnika dále potom např. logistika. 
Nasazení MEMS snímačů ve strojírenství již je poměrně běžné, například 
automobilový průmysl využívá tyto snímače v automobilech ke spouštění airbagů řadu let. 
Naproti tomu jeřábová technika tyto snímače ještě moc nevyužívá. Během řešení této práce se 
na trhu objevily jednoosé snímače tohoto typu avšak s kabelovým vedením, což umožňuje 
jejich aplikaci především na pevné části jeřábu. Nejsou tady určené na identifikaci pohybů 
břemene. 
Předností navrhovaných snímačů je měření aktuální polohy a orientace kladnice nebo 
břemene na háku jeřábu. Tyto informace mohou dále posloužit k tvorbě systémů 
dynamického vyvažování břemene. Omezení kývání břemene na základě získaných dat o 
aktuální poloze břemene by mohlo být přínosné pro jeřáby ve venkovním prostředí. Právě 
venkovní prostředí mimo zastřešené haly je pro systémy omezující kývání břemene založené 
na matematických popisech nepříznivé. Tyto systémy se většinou nedokáží vyrovnat 
s působením vnějších vlivů větru atp. Kompenzace vlivu větru např. u stavebních nebo 
kontejnerových jeřábů by mohla být přínosná pro zrychlení pracovních operací a zvýšení 
bezpečnosti práce.  
Druhou možností je již zmíněná automatizace jeřábů a manipulátorů. Možné oblasti 
nasazení těchto jeřábů je několik. Jedná se především o provozy, kde je manipulováno 
s unifikovanými břemeny. Eventuelně je možné tento systém aplikovat na stavebních 
jeřábech, kde by potom byl přítomen pouze jeden nebo dva vazači, kteří by ovládali jeřáb 
pouze v počáteční a poslední chvíli a systém by fungoval podobně jako autopilot v letadlech.  
Schopnost práce jeřábu v autonomním režimu je především závislá na vhodném 
řídícím algoritmu, který musí mít k dispozici velké množství vzájemně ověřených informací. 
Jak již bylo řečeno výše pouze precizní znalost vlastního stavu stroje, břemene a stavu okolí 
včetně případných předpovědí jejich změny umožní automatizaci jeřábové techniky. Tato 
skutečnost je obecnou podmínkou pro automatizaci. 
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8.5 Doporučení pro další možný výzkum 
 
Výzkum v této oblasti není zcela ukončen. Především detailním zkoumáním těchto 
většinou nelineárních systémů je možné přispět k řešení efektivní automatizace jeřábové 
techniky. Doporučení pro další výzkum se opírají o získané poznatky během řešení této práce.  
Především pro pokračování výzkumu v této oblasti je vhodné pokračovat s prací na již 
vybudovaném laboratorním mostovém jeřábu na ÚADI VUT v Brně a to především vzhledem 
k omezeným finančním prostředkům na stavbu jiného podobného zařízení.  
Přesto, že se po diskuzi nepřistoupilo k identifikaci stavu břemene pomocí obrazových 
snímačů, by bylo vhodné možnosti těchto snímačů také ověřit. Obrazová metoda může být 
použita k získávání informací o pracovním prostoru a pohybu v něm. Kombinací obrazových 
a MEMS snímačů by řídící systém mohl pracovat s více relevantními informacemi. 
Doplňující informace by vzájemně verifikovaly výsledky obou snímačů a mohlo by být 
dosaženo větší přesnosti dat o poloze a orientaci. 
Další možnosti využití laboratorního jeřábu jsou testování systémů omezujících 
kývání břemene. Omezení kývání břemene na základě získaných dat o aktuální poloze 
břemene by mohlo být také předmětem výzkumu v této oblasti. Většina světových a jiných 
pracovišť tento přístup nevyužívá a soustřeďuje se na výpočet trajektorie přesunu břemene na 
základě jiných informací a různých matematických popisů. 
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9. Závěr 
 
Úvod práce nastínil potřebu zabývat se zdokonalováním manipulačního procesu jako 
celku. První část práce se zabývá studiem současného stavu poznání v oblasti manipulace 
s materiálem. Lze konstatovat, že se vědecká práce v oblasti automatizace jeřábové techniky 
podle světové odborné literatury soustřeďuje do několika hlavních směrů. Hlavní směry určují 
především základní problémy při automatizaci této manipulační techniky, jako hlavní problém 
je často označován základní princip manipulace s břemeny pomocí lanového závěsu a 
kladkostroje. Dalším souvisejícím problémem je znalost vlastního stavu (převážně polohy) 
samotného jeřábu a především břemene. Všechny tyto směry můžeme zobecnit na jeden 
zastřešující směr a to omezení kývání břemene, ať už částečné nebo snahy o úplné zamezení 
kývání. Vzhledem k rozdílným pohledům řešitelských týmů na tento problém došlo během 
řešení k rozdělení vývoje na několik různých směrů. Firmy a výzkumní pracovníci se s tímto 
problémem snaží vypořádat různými způsoby a v současné době existují funkční aplikace 
těchto systémů v průmyslové praxi. Právě systémy, které se v současné době používají 
v praxi, jsou závěrečným tématem této úvodní části.  
Druhá část práce se soustřeďuje na používané matematické modely popisující 
břemeno zavěšené na háku kladnice jeřábu (na lanovém závěsu). Prvním matematickým 
modelem je analytický model podle Noskieviče, který využívá určitých zjednodušení 
linearizací. Následující podkapitola řeší několik jednoduchých příkladů numericky, protože 
řešení soustavy nelineárních diferenciálních rovnic je obecně problematické a získání 
analytického řešení v uzavřeném tvaru není často vůbec možné. Chování dynamického 
systému kyvadel zavěšených na pevném nebo na pohyblivém závěsu lze považovat za 
nelineární. Řešené příklady ilustrují možnou složitost chování nelineárního kyvadla na 
poměrně jednoduchých typech matematických modelů. 
 Cílem práce bylo ověřit možnosti nové koncepce jeřábu vhodného do automatického 
provozu. Automatizovaný jeřáb by měl být schopen pracovat s vysokou mírou vlastní 
interakce s okolním prostředím a z pohledu míry autonomie stroje na člověku pracovat 
v autonomním režimu. Tento přístup vyžaduje precizní znalost okolního prostředí a vlastního 
stavu stroje a břemene, které přepravuje. Cílem práce tedy bylo především ověřit možnosti 
použití snímačů pro identifikaci vlastního stavu stroje a břemene. Měření je realizováno 
pomocí šestiosých snímačů zrychlení a úhlové rychlosti typu MEMS od firmy ORFANIC 
Telemetry System s.r.o. Snímače byly vyvíjeny v úzké spolupráci s firmou speciálně pro tuto 
aplikaci. 
Jednou z možností řešení práce bylo sestavit vhodné laboratorní pracoviště, které 
umožní zkoumat kinematiku a dynamiku mostového jeřábu. Za účelem ověření možnosti 
použití snímačů bylo postaveno laboratorní zařízení na provádění experimentů. Laboratorní 
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zařízení odpovídá zmenšenému modelu mostového jeřábu s pracovním prostorem 2 x 2 x 3 
metry a umožňuje všechny jeho pracovní pohyby. Pomocí krokových motorů je možné 
s břemenem manipulovat ve třech osách (pojezd mostu, pojezd kočky a zdvih břemene). 
Laboratorní pracoviště svými možnostmi přesahuje tuto práci a může sloužit k pokračování 
výzkumu chování břemen zavěšených na lanovém závěsu, jak bylo doporučeno v diskuzi 
(kap. 9). 
Experimentální měření je rozděleno do pěti základních experimentů s kyvadlem. Tyto 
základní experimenty přehledně ilustrují možnou identifikaci jednotlivých kinematických a 
dynamických dějů. První experiment je uskutečňován na modelu, který se blíží svými 
vlastnostmi rovinnému matematickému kyvadlu. Tento model je vybrán především proto, že 
jeho průběh je dostatečně prostudován a všechny snímané veličiny jsou odvoditelné podle 
předem známých vztahů. Posledním prováděným experimentem je pohyb břemene 
v pracovním prostoru laboratorního jeřábu. Výsledkem je trajektorie pohybu koncového bodu 
kyvadla a jeho orientace. Výsledky experimentálního měření potvrzují, že je možné tyto 
snímače použít k popisu vlastního stavu břemene jeho polohy a orientace. 
Aplikaci těchto výsledků do průmyslové praxe ovlivňuje možnost použití tohoto 
snímače na reálných břemenech a především nasazení jeho průmyslové verze. Dále potom je 
možné systém použít pouze v případě, že je jeřáb vybaven řídícím počítačem. Tyto možnosti 
aplikace systému snímání polohy a orientace břemene diskutuje poslední část práce. Lze však 
závěrem konstatovat, že použití systémů založených na snímačích typu MEMS obecně nic 
nebrání a tyto systémy mohou přispět k automatizaci jeřábové techniky. Především mohou 
najít uplatnění u systémů, které omezují kývání břemene. Problematiku lze obecně aplikovat 
na další druhy manipulátorů, kde dochází k obdobnému rozkývání přepravovaného materiálu 
jako u jeřábů. 
Přínos této práce je především v novém pohledu na způsob identifikace stavu břemene 
zavěšeném na háku jeřábu. Zejména se jedná o popis aktuální polohy a orientace břemene na 
lanovém závěsu pomocí vhodných snímačů. Lze konstatovat, že bylo provedeno původní 
řešení, jehož publikace není známa. Práce v tomto ohledu prohloubila poznání v oblasti studia 
kinematických a dynamických dějů probíhajících při manipulaci s materiálem pomocí 
jeřábové techniky. Konkrétní příklady a jejich zde uvedené výsledky jsou přínosem pro 
praktické využití zejména v návrhu jeřábů s možností pracovat v autonomním režimu. 
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Seznam použitých veličin 
 
Veličina Jednotka Popis 
a m.s-2 zrychlení 
a, b - uzly kvadraturního vzorce, kap. 6.4 
A s-2 amplituda budící síly, kap. 3.2.3 
B rad fázový posun 
C m.s-2 referenční zrychlení 
E, En+1 - chyba kvadraturního vzorce, kap. 6.4 
fk Hz frekvence kývání 
fv Hz vzorkovací frekvence snímaného signálu 
F N síla v závěsu 
FG N tíhová síla 
Fk N síla pohonu 
FM N síla závaží 
Ft N odporová síla pojezdu kočky 
g m.s-2 tíhové zrychlení 
h - krok (integrační, aproximační...) 
Hj - koeficienty kvadraturního vzorce, kap. 6.4 
i 1 lanový převod kladkostroje 
I(f) - aproximační funkce, kap. 6.4 
k s-1 tlumící koeficient, kap. 3.2.2 
ki - koeficienty motoru, kap. 3.1 
L, l m délka závěsu 
n - počet hodnot 
Ma kg hmotnost vozíku, kap. 3.2.6 
Mb kg hmotnost závaží, kap. 3.2.6 
Mk N.m přídržný moment krokového elektromotoru 
mB kg maximální hmotnost břemena lab. jeřábu 
mk kg hmotnost kočky 
mz kg hmotnost závaží 
raM - vektor původního souřadnicového systému 
rbM - vektor nového souřadnicového systému 
Rba, RRPY - transformační matice 
sx, sy, sz mm poloha 
t s čas 
v m.s-1 rychlost 
wi - koeficienty synoptických vah 
xi - vstupní signál do neuronu 
ix&  - stavová proměnná 
xk m poloha kočky 
kx&&  m.s-2 zrychlení kočky 
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xn j dělící body, kap. 3.2 
xz m poloha závaží 
zx&&  m.s-2 zrychlení závaží 
y - výstupní signál z neuronu 
yn j přibližné řešení, kap. 3.2 
yz m poloha závaží 
zy&&  m.s-2 zrychlení závaží ϕ  rad, příp. ° poloha vychýlení závaží 
ϕ& , ω rad.s-1 , příp. °.s-1 úhlová rychlost vychýlení závaží 
ϕ&&  rad.s-2 , příp. °.s-2 úhlové zrychlení vychýlení závaží 
Θ - prahová úroveň signálu 
θ - fáze budící síly, kap. 3.2.3 
Ω s-1 budící úhlová frekvence, kap. 3.2.3 
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2   Program Lexium CT 
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3   Program Crane Simulation ver.2.0 
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4   Program na vedení experimentu v LabVIEW (kap. 5.2) 
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5   MSC.ADAMS Data 
2D kyvadlo: 
  Object Name     :  .model_1.ground.POINT_1 
  Object Type     :  Point 
  Parent Type     :  Part 
  Local  : 
      Location    : 0.0, 0.0, 0.0 (mm, mm, mm) 
  Global : 
      Location    : 0.0, 0.0, 0.0 (mm, mm, mm) 
------------------------------------------------------------ 
  Object Name     :  .model_1.ground.POINT_2 
  Object Type     :  Point 
  Parent Type     :  Part 
  Local  : 
      Location    : -258.74, -1467.36, 0.0 (mm, mm, mm) 
  Global : 
      Location    : -258.74, -1467.36, 0.0 (mm, mm, mm) 
------------------------------------------------------------- 
  Object Name     :  .model_1.ground.POINT_3 
  Object Type     :  Point 
  Parent Type     :  Part 
  Local  : 
      Location    : -279.57, -1585.54, 0.0 (mm, mm, mm) 
  Global : 
      Location    : -279.57, -1585.54, 0.0 (mm, mm, mm) 
------------------------------------------------------------------- 
  Object Name     :  .model_1.PART_2.LINK_4 
  Object Type     :  Link 
  Parent Type     :  Part 
  I Marker        : .model_1.PART_2.MARKER_1 
  J Marker        : .model_1.PART_2.MARKER_2 
  Length          : 1489.9972339572 mm 
  Width           : 15.0 (1.5cm) mm 
  Depth           : 15.0 (1.5cm) mm 
  Object Name     :  .model_1.PART_2 
  Object Type     :  Part 
  Parent Type     :  Model 
  Adams ID        :  2 
  Active          :  NO_OPINION 
  Global : 
      Location    : 0.0, 0.0, 0.0 (mm, mm, mm) 
      Orientation : 0.0, 0.0, 0.0 (deg) 
  Ground Part         : False 
  Density             : 8.01E-007 (801.0(kg/meter**3)) kg/mm**3 
  Calculated Mass     : 0.2706232235 kg 
  Calculated Volume   : 3.3785670853E+005 mm**3 
  Center Marker       : PART_2.cm 
  Inertia Marker      : None 
  Mass Inertia Tensor :  
      IXX             : 5.0855058947E+004 kg-mm**2 
      IYY             : 5.0855048679E+004 kg-mm**2 
      IZZ             : 10.1381019332 kg-mm**2 
      IXY             : 0.0 kg-mm**2 
      IZX             : 0.0 kg-mm**2 
      IYZ             : 0.0 kg-mm**2 
  No Initial Velocities 
  Exact Coordinates   :  None 
-------------------------------------------------------------------- 
  Object Name     :  .model_1.PART_3.LINK_5 
  Object Type     :  Link 
  Parent Type     :  Part 
  I Marker        : .model_1.PART_3.MARKER_3 
  J Marker        : .model_1.PART_3.MARKER_4 
  Length          : 120.0016720717 mm 
  Width           : 80.0 (8.0cm) mm 
  Depth           : 80.0 (8.0cm) mm 
  Object Name     :  .model_1.PART_3 
  Object Type     :  Part 
  Parent Type     :  Model 
  Adams ID        :  3 
  Active          :  NO_OPINION 
  Global : 
      Location    : 0.0, 0.0, 0.0 (mm, mm, mm) 
      Orientation : 0.0, 0.0, 0.0 (deg) 
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  Ground Part         : False 
  Density             : 5.185E-006 (5185.0(kg/meter**3)) kg/mm**3 
  Calculated Mass     : 6.0330194743 kg 
  Calculated Volume   : 1.1635524541E+006 mm**3 
  Center Marker       : PART_3.cm 
  Inertia Marker      : None 
  Mass Inertia Tensor :  
      IXX             : 2.033032893E+004 kg-mm**2 
      IYY             : 2.004349408E+004 kg-mm**2 
      IZZ             : 6148.3859167241 kg-mm**2 
      IXY             : 0.0 kg-mm**2 
      IZX             : 0.0 kg-mm**2 
      IYZ             : 0.0 kg-mm**2 
  No Initial Velocities 
  Exact Coordinates   :  None 
--------------------------------------------------------------------- 
  Object Name     :  .model_1.FRICTION_2 
  Object Type     :  Friction 
  Parent Type     :  Model 
  Adams ID        :  2 
  Active          :  NO_OPINION 
  Joint                        : .model_1.JOINT_1 
  Mu Static                    : 0.5 
  Mu Dynamic                   : 0.3 
  Friction Arm                 : 3.0 mm 
  Pin Radius                   : 3.0 mm 
  Bending Reaction Arm         : 3.0 mm 
  Stiction Transition Velocity : 0.1 mm/sec 
  Max Stiction Deformation     : 1.0E-002 mm 
  Friction Torque Preload      : 0.0 newton-mm 
  Max Friction Torque          : 0.0 newton-mm 
  Effect                       : all 
  Preload                      : On 
  Reaction Force               : On 
  Bending Moment               : On 
  Inactive During Static       : Off 
 
 
3D kyvadlo: 
  Object Name     :  .model_3D.PART_2 
  Object Type     :  Part 
  Parent Type     :  Model 
  Adams ID        :  2 
  Active          :  NO_OPINION 
  Global : 
      Location    : 0.0, 0.0, 0.0 (mm, mm, mm) 
      Orientation : 0.0, 0.0, 0.0 (deg) 
  Ground Part         : False 
  Density             : 5.01E-007 (501.0(kg/meter**3)) kg/mm**3 
  Calculated Mass     : 3.2796333557E-003 kg 
  Calculated Volume   : 6546.1743627594 mm**3 
  Center Marker       : PART_2.cm 
  Inertia Marker      : None 
  Mass Inertia Tensor :  
      IXX             : 731.9812501957 kg-mm**2 
      IYY             : 731.9812499254 kg-mm**2 
      IZZ             : 2.1861511861E-003 kg-mm**2 
      IXY             : 0.0 kg-mm**2 
      IZX             : 0.0 kg-mm**2 
      IYZ             : 0.0 kg-mm**2 
  No Initial Velocities 
  Exact Coordinates   :  None 
  Object Name     :  .model_3D.PART_2.LINK_4 
  Object Type     :  Link 
  Parent Type     :  Part 
  I Marker        : .model_3D.PART_2.MARKER_1 
  J Marker        : .model_3D.PART_2.MARKER_2 
  Length          : 1634.998505718 mm 
  Width           : 2.0 (0.2cm) mm 
  Depth           : 2.0 (0.2cm) mm 
---------------------------------------------------------------- 
  Object Name     :  .model_3D.PART_3 
  Object Type     :  Part 
  Parent Type     :  Model 
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  Adams ID        :  3 
  Active          :  NO_OPINION 
  Global : 
      Location    : 0.0, 0.0, 0.0 (mm, mm, mm) 
      Orientation : 0.0, 0.0, 0.0 (deg) 
  Ground Part         : False 
  Density             : 4.851E-006 (4851.0(kg/meter**3)) kg/mm**3 
  Calculated Mass     : 5.0234172807 kg 
  Calculated Volume   : 1.0355426264E+006 mm**3 
  Center Marker       : PART_3.cm 
  Inertia Marker      : None 
  Mass Inertia Tensor :  
      IXX             : 1.4048879267E+004 kg-mm**2 
      IYY             : 1.378052134E+004 kg-mm**2 
      IZZ             : 5089.953831841 kg-mm**2 
      IXY             : 0.0 kg-mm**2 
      IZX             : 0.0 kg-mm**2 
      IYZ             : 0.0 kg-mm**2 
  No Initial Velocities 
  Exact Coordinates   :  None 
  Object Name     :  .model_3D.PART_3.LINK_5 
  Object Type     :  Link 
  Parent Type     :  Part 
  I Marker        : .model_3D.PART_3.MARKER_3 
  J Marker        : .model_3D.PART_3.MARKER_4 
  Length          : 100.0001364999 mm 
  Width           : 80.0 (8.0cm) mm 
  Depth           : 80.0 (8.0cm) mm 
----------------------------------------------------------------- 
  Object Name     :  .model_3D.VFORCE_1 
  Object Type     :  Force_Vector 
  Parent Type     :  Model 
  Adams ID        :  1 
  Active          :  NO_OPINION 
  I Marker          : .model_3D.ground.MARKER_13 
  J Marker          : .model_3D.PART_3.FMARKER_15 
  Reference Marker  : .model_3D.PART_3.MARKER_14 
  X Force Function : 
  Function        : 0 
  Y Force Function : 
  Function        : 0 
  Z Force Function : 
  Function        : STEP( time , 0.1 , 30 , 0.2 , 0 ) 
------------------------------------------------------------- 
  Object Name     :  .model_3D.FRICTION_1 
  Object Type     :  Friction 
  Parent Type     :  Model 
  Adams ID        :  1 
  Active          :  NO_OPINION 
  Joint                        : .model_3D.JOINT_3 
  Mu Static                    : 0.5 
  Mu Dynamic                   : 0.3 
  Ball Radius                  : 2.0 mm 
  Stiction Transition Velocity : 0.1 mm/sec 
  Max Stiction Deformation     : 1.0E-002 mm 
  Friction Torque Preload      : 0.0 newton-mm 
  Max Friction Torque          : 0.0 newton-mm 
  Effect                       : all 
  Preload                      : On 
  Reaction Force               : On 
  Inactive During Static       : Off 
-------------------------------------------------------------- 
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6   Rovinné kyvadlo s pohyblivým závěsem – tabulka dat 
 
č. 
měř. v v acc acc dec dec ⏐ϕmax⏐ tS tK tC 
 ot.min-1 m.s-1 ot.min
-1 
s m.s
-2 ot.min
-1
s m.s
-2 ° s s s 
1 10 0,012417 0,2 7,29 223,6 216,31 
2 20 0,024833 0,6 12,6 132,2 119,6 
3 30 0,037250 1,0 10,85 93,08 82,23 
4 40 0,049667 1,3 12,61 77,55 64,94 
5 50 0,062083 1,7 7,81 71,51 63,7 
6 60 0,074500 2,0 8,6 65,15 56,55 
7 70 0,086917 2,3 7,52 65,9 58,38 
8 80 0,099333 2,77 9,24 45,07 35,83 
9 90 0,111750 3,57 7,64 67,32 59,68 
10 100 0,124167 3,0 5,78 54,9 49,12 
11 110 0,136583 4,1 6,51 49,58 43,07 
12 120 0,149000 5,5 12,57 88,00 75,43 
13 130 0,161417 4,9 11,18 84,61 73,43 
14 140 0,173833 6,5 6,36 98,8 92,44 
15 150 0,186250 6,4 7,95 73,83 65,88 
16 160 0,198667 5,1 13,94 56,76 42,82 
17 170 0,211083 3,5 4,29 44,05 39,76 
18 180 0,223500 4,7 5,21 52,54 47,33 
19 190 0,235917 7,2 8,99 93,86 84,87 
20 200 0,248333 10,4 6,19 134,9 128,71 
21 210 0,260750 12,64 6,92 161,1 154,18 
22 220 0,273167 12,44 6,61 160,6 153,99 
23 230 0,285583 10,68 5,17 145,9 140,73 
24 240 0,298000 8,6 5,28 120,8 115,52 
25 250 0,310417 6,77 5,58 100,0 94,42 
26 260 0,322833 6,23 6,64 93,0 86,36 
27 270 0,335250 6,9 5,58 101,3 95,72 
28 280 0,347667 7,98 7,6 114,9 107,3 
29 290 0,360083 8,84 5,34 125,2 119,86 
30 300 0,372500 9,28 7,53 134,1 126,57 
31 310 0,384917 10,7 5 131,1 126,1 
32 320 0,397333 11,98 4,25 131,6 127,35 
33 330 0,409750 12,64 5,21 128,8 123,59 
34 340 0,422167 13,92 7,82 124,6 116,78 
35 350 0,434583 14,04 7,61 120,8 113,19 
36 360 0,447000 14,47 4,89 120,3 115,41 
37 370 0,459417 14,34 7,03 126,2 119,17 
38 380 0,471833 14,73 4,54 131,6 127,06 
39 390 0,484250 14,44 5,14 142,6 137,46 
40 400 0,496667 14,08 7,66 154,1 146,44 
41 410 0,509083 13,72 6,23 162,9 156,67 
42 420 0,521500
600 0,745 800 0,99335
13,4 4,76 170,3 165,54 
 
